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KAPITEL 1

Einleitung

1.1. Motivation

Es ist anzunehmen, dass in der Zukunft datenintensive Anwendungen in der
Mobilkommunikation eine immer gréflere Rolle spielen werden, beispielsweise
bei Ubertragung von Videodaten statt Audiodaten [10]. Eine nahe liegende
aber kostenintensive Losung wére eine Erhéhung der Link- oder Kanalband-
weite. Eine O0konomischere Losung ist die Verteilung des Datenvolumens auf
mehrere Sende- und Empfangsantennen. MIMO steht fiir “Multiple In Multiple
Out”, und bedeutet, dass an Mobilgerdten und Basisstationen jeweils mehrere
Antennen vorhanden sind. Es werden also keine einzelnen Symbole mehr gesen-
det und empfangen, sondern Vektoren von Symbolen. Das MIMO-Modell ist
eine Verallgemeinerung des SISO (Single In Single Out) Gauf-Kanals. In der
Literatur finden sich zahlreiche verschiedene Moglichkeiten, solch ein System zu
modellieren. Dabei wird im Wesentlichen nach der Kanalmatrix unterschieden,
ob sie vollstdndig, partiell oder nicht bekannt ist. Fiir einfache Modelle kann
man die Kanalkapazitit explizit angeben [6] [20], in der Regel ist die Maxi-
mierung der Synentropie jedoch ein noch offenes Problem, und es kénnen nur
obere und untere Schranken angegeben werden [3] [8] [10] [13].

1.2. Ubersicht

Im folgenden Kapitel 2 werden die grundlegenden Definitionen und Sétze aus
der Informationstheorie, sowie einige Ergebnisse aus anderen Bereichen der Sto-
chastik zusammengefasst, die im Laufe der Arbeit benotigt werden. Kapitel 3
fiihrt das MIMO-Modell ein. Es werden technische Hintergriinde dargestellt
sowie grundlegende Bezeichnungen und Definitionen angegeben.

Kapitel 4 beschéftigt sich mit vollsténdig bekannten MIMO-Kanélen. Das be-
deutet, dass die Kanalmatrix beim Empfinger als bekannt vorausgesetzt wird.
Man kann unterscheiden zwischen den Fillen, dass die Kanalmatrix bereits beim
Sender bekannt ist, oder erst nach der Ubertragung beim Empfinger. Fiir beide
Fille werden die Kapazitit angegeben, sowie einige Spezialfiille und Grenzfille
genauer betrachtet.

Kapitel 5 behandelt “Synchronised Detection”, ein Verfahren zur Schétzung von
empfingerseitig unbekannten Kanalmatrizen durch vorangehende Testsymbole
[3]. Es wird gezeigt, dass die Synentropie dieses Kanals nicht von den gesendeten
und empfangenen Testsymbolen abhéngt, sondern allein von den durch MMSE
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geschitzten Kanalmatrizen. Die Berechnung der Kapazitéit ist hier ein noch
offenes Problem, es konnen aber obere und untere Schranken angegeben werden.

In Kapitel 6 wird der Fall behandelt, dass beim Sender bereits partielles Wissen
iiber den Kanal bekannt ist. Dieser Fall wird so modelliert, dass die Kanalma-
trix in eine Summe von einem festen und einen zufélligen Teil zerfallt. Auch
hier ist die Bestimmung der Kanalkapazitéit ein offenes Problem, mit den glei-
chen Methoden wie in Kapitel 5 lassen sich aber auch hier obere und untere
Schranken bestimmen.

In Kapitel 7 werden einige Simulationsergebnisse vorgestellt, und die errechne-
ten Kapazititen und Kapazitéitsschranken der vorigen Kapitel grafisch mitein-
ander verglichen.

Kapitel 8 enthélt eine Zusammenfassung der Ergebnisse sowie einen Ausblick.



KAPITEL 2

Mathematische Grundlagen

Die Arbeit gehort in den Bereich der Informationstheorie. Zum Verstdndnis
sind Grundkenntnisse aus der Informationstheorie notwendig, wie sie etwa in
[11], [12] oder [7] nachgelesen werden kénnen. Aulerdem werden Kenntnisse in
Linearer Algebra, Analysis und Stochastik vorausgesetzt.

Im dieser Arbeit werden Spaltenvektoren jeweils mit einem Unterstrich bezeich-
net. Zufallsvektoren werden mit Grofibuchstaben ausgedriickt (X,Y,Z,...),
feste Vektoren mit Kleinbuchstaben (z,y,z,...). Zufallsmatrizen werden mit
Skriptbuchstaben bezeichnet (H,X,...), feste Matrizen mit lateinischen oder
griechischen Grofibuchstaben (H, X, A....). Univariate Zufallsvariablen werden
ebenfalls mit Groflbuchstaben bezeichnet. Von dieser Notation wird in Ein-
zelfdllen abgewichen, etwa wenn in einer Matrix sowohl feste als auch zufillige
Komponenten enthalten sind.

Definition 2.1. Folgende Bezeichnungen werden in der Arbeit verwendet:

(1) Sei z:= x+1y € C eine komplexe Zahl. Dann wird mit z := x — iy die
komplex konjugierte Zahl bezeichnet.

(2) Sei Z € C™*™ eine komplexe Matriz. Dann wird mit Z' die Transpo-
nierte und mit Z* = Z' die konjugiert Transponierte oder her-
mitesch Transponierte bezeichnet.

(3) Fir eine quadratische Matriz Z € C™™ bezeichne

n
tr Z = Z Zii
i=1
die Spur der Matrix.
(4) Sei x € R eine reelle Zahl. Dann wirt mit

N falls x >0
)0, fallsz <0

der Positivantetl von x bezeichnet.

2.1. Grundlagen aus der Stochastik

Grundlegende Ergebnisse aus der Stochastik, etwa aus [18] oder [15], [16] wer-
den in der Regel vorausgesetzt. Da in dieser Arbeit im wesentlichen mit kom-
plexwertigen Zufallsvariablen und Zufallsvektoren gearbeitet wird, wird dieser
Abschnitt dazu verwendet, einige Definitionen aus dem Reellen ins Komplexe
zu erweitern, sowie einige Sitze, die benotigt werden, entsprechend anzupassen.



8 2. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Fiir Zufallsvariablen wird jeweils eine vereinfachende bezeichnende Schreibweise
verwendet. Die Bezeichnung X € € bedeutet dabei, dass X als Abbildung
X : Q — @ in den Raum €’ abbildet, wobei in der Regel ' = R oder Q' = C
ist.

Definition 2.2. Gegeben sei eine Zufallsvariable X € C. Die Varianz ist
definiert als
Var (X) :=E(X —-EX) (X - EX).

Nach [16] gelten fiir die komplexe Varianz dieselben grundlegenden Rechenre-
geln wie fiir die reelle Varianz. Direkt aus der Definition kann man erkennen,
dass die Varianz stets nichtnegativ ist. Insbesondere ist die Varianz einer kom-
plexen Zufallsvariable hiermit stets reell. Hat man einen mehrdimensionalen
Zufallsvektor gegeben, kann man die Kovarianzmatrix folgendermafien definie-
ren:

Definition 2.3. Gegeben sei ein Zufallsvektor X € C*. Die Kovarianzmatriz
st definiert als
Cov(X)=E(X-EX)(X-EX)*.

Ist zusdtzlich ein weiterer Zufallsvektor Y € C! gegeben, so definiert man

Cov (X,Y) = BE(X —~EX) (Y —~EY)*.

Falls k := 1 := 1 gilt, vereinfacht sich diese Definition zu
Cov(X)=E(X-EX)(X-EX)"=E(X-EX)(X -EX)
bzw. zu

Cov(X,Y):=E(X —EY)(Y —EY)*=E(X -EY)(Y —BY).

Man sieht, dass fiir jede Komponente aus der Kovarianzmatrix gilt
Cov (K,X)ij =Cov (X;,Y;) =E(X; —EX;) (Y; —EYj)

fir 1 <i < kund 1 < j < [. Kovarianzmatrizen sind in der Regel nicht
komponentenweise positiv. Man kann jedoch erkennen, dass Kovarianzmatrizen
der Form Cov (X) stets nichtnegativ definit sind. Fiir solche Matrizen gilt dann
das folgende

Lemma 2.4. Gegeben sei eine nichtnegativ definite Matriz A € C™*"™. Es ist
det (4) > 0.

Beweis. Da A nichtnegativ definit ist, sind auch alle Eigenwerte nichtnegativ,
und damit auch die Determinante als Produkt aller Eigenwerte. g

Aus diesem Lemma folgt sofort das folgende

Korollar 2.5. Gegeben sei ein Zufallsvektor X € C*. Es ist
det (Cov (X)) > 0.

Weiterhin sieht man, dass die Kovarianz im Komplexen nicht symmetrisch ist,
sondern, dass das folgende Korollar gilt:
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Korollar 2.6. Gegeben seien Zufallsvektoren X,Y € C. Es ist
Cov (X,Y) = Cov (Y, X).

Wihrend man bei reellwertigen Zufallsvariablen X und Y den Korrelationsko-
effizienten
Cov (X,Y)

vVar X VarY

definieren kann, ist diese Definition im Komplexen nicht sinnvoll, da dieser
Ausdruck im Allgemeinen nicht reellwertig ist. Man mochte jedoch eine analoge
Aussage zu der reellen Ungleichung

Corr (X,Y) <1

Corr (X,Y) :==

erhalten. Diese findet sich im folgenden
Satz 2.7. Gegeben seien komplexwertige Zufallsvariablen X und Y. Dann ist
|Cov (X,Y)| < v/Var (ReX) Var (BReY) + /Var (ReX) Var (JmY)
+ /Var (JmX) Var (ReY) + /Var (JmX) Var (JmY)).

Beweis. Es gilt mit Zuhilfenahme der reellen Korrelationsungleichung
|Cov (X,Y)| = |Cov (ReX +iImX,ReY +iImY)|
< |Cov (ReX,ReY)| + |Cov (ReX, ImY)|
+ |Cov (JmX,ReY)| + |Cov (ImX, ImY)|
< /Var (ReX) Var (ReY) + /Var (ReX) Var (JmY))
+ /Var (JmX) Var (ReY) + /Var (JmX) Var (JmY)).
O

2.2. Informationstheoretische Grundlagen

Unter einem Kanal ist eine Vorrichtung zum Ubertragen von Daten iiber eine
rédumliche Distanz zu verstehen. Mathematisch ist der Kanal eindeutig durch
Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den Input- und Outputsymbolen fest-
gelegt. Ebenso wie die weiter unten folgenden Definitionen der Entropie, der
Transinformation und der Kanalkapazitit, geht auch diese auf Claude Elwood
Shannon zuriick.

Definition 2.8. Bezeichne B" die Menge der n-dimensionalen Borel-Mengen.
Gegeben sei eine Menge X € B von Inputsymbolen und eine Menge Y € B
von Qutputsymbolen. Fin Kanal auf diesen beiden Mengen wird definiert
durch eine Ubergangswahrscheinlichkeitsverteilung f (g, g) >0 fir allez € X
und y €Y, so dass

Lf@w@=1

fiir alle x € X gilt.
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Im Verlauf dieser Arbeit werden Kanile niemals durch Ubergangswahrschein-
lichkeiten charakterisiert, sondern stets durch Funktionen. Dabei schreibt man

Y = F(X),

wobei X ein geméf einer gewissen Inputverteilung ausgewiirfeltes Inputsymbol
ist. In der Regel sind Komponenten der Funktion F' ebenfalls zufallsabhingig.

Beispiel 2.9. Seien X :=[0,1] und Y := [—1,2]. Man definiere
1
=, falls |z —y| <2
fla,y) =42 vy
0, falls |x —y|>2

firx e X undy €Y. Dann ist

/Yf(:c,y)dyZ/if(:c,y)dy:/::l%dy:1

fir alle x € X. Diesen Kanal kann man auch ausdriicken in der Schreibweise
Y =X+7Z7,
wobei X Rechteckverteilt ist mit X ~ U[—1,1].

Im Verlauf der Arbeit werden nur absolut-stetige Kaniile betrachtet. Das heif3t,
im Gegensatz zu diskreten Kanilen sind die Inputverteilung und Ubergangs-
wahrscheinlichkeitsverteilungen absolut-stetig. Diskrete Kanéle werden z.B. in
[11] ausfiihrlich behandelt. Dieser Abschnitt soll dazu dienen, sich die grund-
legenden Definitionen aus der Informationstheorie ins Gedéchtnis zu rufen, die
wichtigsten Sétze der Vorlesung “Informationstheorie II” [12] zusammenzufas-
sen und zu verallgemeinern (z.B. auf komplexwertige Zufallsvektoren). Ebenso
beinhaltet dieser Abschnitt einige Ergebnisse, die nicht in [12] enthalten sind,
aber eng in diesen Zusammenhang gehoren.

Definition 2.10 (Entropie). Gegeben sei eine absolut-stetige (komplexwertige)
Zufallsvariable X mit Dichte f (x). Falls f (x)log f (x) integrierbar ist, definiert
man die (differentielle) Entropie von X als

H(X) =~ [ flo)logf (@) do.
wobei 0log (0) := 0 gesetzt wird.

Sei X = (X1,...,Xn) ein Zufallsvektor mit \"-Dichte f (z) = f(z1,...,%n),
so heifst

HOO) = H(X X)) = [ f(@)logf () de
(Cn
die gemeinsame (differentielle) Entropie von X.

Sei (X,Y) ein Zufallsvektor mit X™*"-Dichte f (g, g) sowie bedingter Dichte

f(zw)
Flaly) =] T s f ) >0
0. falls f () =0,
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wobei f(g) die Dichte von Y sei. Definiere die bedingte (differentielle)
Entropie als

HX|Y): /m/ xylogf(x|y)dydm

Definition 2.11 (Synentropie). Gegeben sei ein absolut-stetiger Zufallsvektor
(X,Y) mit \™*"_Dichte f (g, y) sowie Randdichten f (z) und f (g) Dann heifst

1(X:Y) // (z,y) log ";()f())dd

die Synentropie oder Transinformation zwischen X und Y.

Sei (X,Y,Z) ein Zufallsvektor mit \"™*"-Dichte f (z,y,z) sowie bedingten

Dichten
flzylz) = {f%ié)v falls f(2) >0

0, falls f g) =0,
Flals)m { A Jilb s>
12 0, falls f(z) =

und

f(y:2)
Flylz) =170 falls f(z) >0
B 0, falls f(z) =
wobei f(z) die Dichte von Z sei, f(x,z) die gemeinsame Dichte von (X, Z)
und f (g, g) die von (Y, Z). Definiere die bedingte Synentropie oder bedingte
Transinformation als

, _ flzylz)
ey |2 [ [ [ s g St

Fiir die differentielle Entropie und Synentropie gelten verschiedene Gleichungen
und Ungleichungen, die zusammengefasst werden im folgenden

Lemma 2.12. Seien X und Y absolut-stetige Zufallsvektoren. Dann gilt

[(XY)=HX)-HX|Y)=H(Y)-H(X|X),

(XY |2)=HX|2)-HX[Y,Z2)=HX |2 -HX|X, 2),

[(X;Y) >0
mit Gleichheit genau dann, wenn X und Y stochastisch unabhingig
sind,

HX YY) <H(X)
mit Gleichheit genau dann, wenn X und Y stochastisch unabhdingig
sind (Shannon-Ungleichung),
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()
H (X1, X)) =Y H(Xi| X1,...,Xi1),
i=1
(6)
H(X1,..., X)) <> H(Xy),
i=1
Beweis. Siehe [12] (1), (3) — (6) bzw. [17] (2). O

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung eines Satzes aus [12].

Satz 2.13. Gegeben seien zwei absolut-stetige Zufallsvektoren X € C™ und
Y € C", eine invertierbare Matriz S € C"™*™, sowie ein Vektor up € C™. Dann
gilt
H(SX 4 p) = H(X) + log|det ] .
Analog gilt fiir die bedingte Entropie
H(SX + 4 | TY) = H(X | Y) + log det S|

fiir eine invertierbare Matriz T € C"*™,

Beweis. Zunéchst ist
H (X +p) = —/(C fo (2 + p)log fo (z+ p) dz

== |, fr@log fs (2) dz = H(X).

Zum Beweis der zweiten Aussage seien X' := SX und Y’ := TY. Dann gilt fiir
B C C™ und C C C" beliebig,

P(X' €eBY €C)=P(SXeBTY€eC)=P(XeS'BYeT '0).

Damit ergibt sich

/ / Joy (&,y) dy'da’ =
s-igJr-ic”TE T T
/ / fay (S_lﬁlaT_lgl) ‘det S_1| ‘det T_l‘ dy’dg’_
BJC -

Also ist
1
1o / /::— S*l/Tfll
faw (&4) = goaraany ee (572 TY)
eine Dichte des Zufallsvektors (X', Y’). Fiir die bedingte Entropie ergibt sich
damit
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H(SX | TY) =1 (X' ) = /C/ o (&) 08y (& | ) 'l
f:z;/ /(S 1g/,T_1y’)
1./ \detSHdetT\ Y <z /g1
/n/m |detSHdetT|fzvy (S z, T )1 —— dx'dy
1 ~1 —1 ol (572177 1y)
_/n /m gergiaerTyfeu (57 2 T ) log =g dz'dy’
/n/ \detSHdetT\fCEy( ', )10gfz|y (™2’ | T7Yy) d'dy
/n/ |det5\|detT|f:vy( "2, T~ 1y) log |det S|dz'dy’

/ / (z.y logfz‘y (z | y) dazdy + log |det S|
=H(X |Y)+log|det S|.

Die erste Aussage folgt aus der zweiten mit Hilfe der Shannon-Ungleichung.
Denn man bendétigt im Beweis die Darstellung von Y nicht, und kann da-
her X und Y stochastisch unabhéngig wéhlen. Damit folgt mit der Shannon-
Ungleichung

H(SX) = H(SX | TY) = H(X | Y) + log det | = H (X) + log |det 5.
U

Der folgende Satz stammt aus [13]. Dieses Ergebnis ldsst sich ohne Probleme
auch auf andere Fille (z.B. diskrete Verteilungen) iibertragen.

Satz 2.14. Seien X und Z stochastisch unabhdngige Zufallsvektoren, sowie Y
ein weiterer Zufallsvektor, im Allgemeinen abhdngig von den vorigen beiden.
Dann gilt

[(X;Y) <I(X;Y [ Z).

Beweis. Es gilt
[(X;Y)=H(X)-H(X|Y)
sowie
(XY |2)=HX|[2)-HX|Y,Z2).
Da X und Z stochastisch unabhéngig sind, gilt
HX|Z)=H(X).
Damit folgt
(XY 2)-1XGY)=HX[Y)-HX|Y,2)=1(X;Z]Y) >0.
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2.3. Die komplexe Normalverteilung

In diesem Abschnitt werden die komplexe Normalverteilung definiert, sowie die
Ergebnisse aus [12] und [20] zusammengefasst, die im Laufe der Arbeit benétigt
werden.

Definition 2.15. (1) Der Zufallsvektor X = U+iV € C" heifit komplex
normalverteilt, falls (%) = (?;%) 2n-dimensional normalverteilt
15t.

(2) Der Zufallsvektor X heifit zirkuldr symmetrisch oder zirkuldr

symmetrisch komplex normalverteilt, falls X symmetrisch kom-
plex normalverteilt und

U\ 1 [Re@Q —-TmQ
o () =3 (mo )
fiir eine hermitesche nichtnegativ definite Matriz Q@ € C™*" ist. Sei
pw:=EX. Dann schreibt man
X ~SCN (1, Q) .

Lemma 2.16. Sei X ~ SCN (E’ Q) mit Q invertierbar. Dann besitzt X die
Dichte

f (@)= mexp (—(@—p)' Q' (z—p)),zeCm

Beweis. Siehe [20]. O

Satz 2.17. Sei X eine absolut-stetige komplexe Zufallsvariable mit EX = 0
und Cov X = Q. Dann gilt
H(X) < logdet (meQ)

mit Gleichheit genau dann, wenn X ~ SCN (0, Q).

Beweis. Siehe [20]. O
Lemma 2.18. (1) Seien X ~ SCN (p,Q) und A € C™ ™. Dann gilt
AX ~ SON (Ap, AQA®) .

(2) Seien X ~ SCN (Hl’Ql) und ¥ ~ SCN (EQ,Q2> stochastisch un-
abhdngig. Dann gilt

X+Y ~ (p + 11y Q1+ @)

Insbesondere sind Linearkombinationen von symmetrisch komplex normalver-
teilten Zufallsvariablen wieder symmetrisch komplex normalverteilt.
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Beweis. Siehe [20]. O

Die SCN-Verteilung hat die Eigenschaft, dass man die bedingte Erwartung von
gemeinsam SCN-verteilten Vektoren explizit angeben kann. Die Rechnung ist
pure Matrix-Algebra, deshalb wird hier nur das Ergebnis angegeben.

Satz 2.19. Seien X und Y symmetrisch komplexr normalverteilt mit gewissen
Parametern. Dann ist

E(Y | X)=EY + Cov (Y, X)Cov (X) ' (X ~EX).

Beweis. Siehe [7], Kapitel 4.8. O

2.4. MMSE-Schitzer

Im Folgenden werden einige Ergebnisse iiber MMSE (minimum mean sqare
error) Schiitzer zusammengefasst, die in Kapitel 5 benotigt werden. Univariate
analoge Aussagen konnen in [16] nachgeschlagen werden, die hier zitierten mul-
tivariaten Aussagen werden in [1] bzw. [7] bewiesen, oder kénnen in anderer
Literatur iiber Schétztheorie nachgeschlagen werden.

Definition 2.20. Gegeben sei ein statistisches Experiment € = (X,C, F),F =
{Py |0 €0O},0 CCF mit einer Schitzfunktion § : (X,C) — (6,0 (0)) fiir .

(1) Die mittlere quadratische Abweichung des Schitzers ist definiert
als
MSEy (0) := E (6 (X) — 0) (0 (X) - 0)").
(2) Falls fir alle Schitzer &' gilt MSEg (0') > MSEg (8), so ist & ein
MMSE-Schitzer fir 0.

Satz 2.21. Gegeben sei ein statistisches Ezxperiment wie oben in Definition
2.20. Dann gilt:
(1) Der MMSE-Schdtzer fiir 0 ist gegeben durch
5(X)=E(0]X).

(2) Dieser Schitzer ist erwartungstreu.
(3) Der Fehler eines MMSE-Schitzers ist orthogonal zum zugehdrigen Da-
tenvektor (Orthogonalititsprinzip), d.h.

E((8-0)8") =

Diese Aussage gilt sogar fir jede Funktion abhdngig von den Daten,
insbesondere also fiir den Schitzer selbst.

Beweis. Siehe [7], Kapitel 4.11. O






KAPITEL 3

Das MIMO-Modell

Das Modell baut auf dem Modell auf, wie es auch von Emre Telatar [20] und
in der Vorlesung “Informationstheorie II” von Rudolf Mathar [12] verwendet
wird.

Anschaulich kann man sich ein MIMO-Netz so vorstellen, dass es eine gewisse
Anzahl von Sende- und Empfangsantennen gibt, und von jeder Sendeantenne
zu jeder Empfangsantenne Daten gesendet werden (Abbildung 3.1).

Im Folgenden bezeichne X den Inputvektor, H eine multiplikative Fading-
Matrix, Z eine additive Stérung, und Y den Outputvektor. Solch ein Ubertra-
gungssystem wird in Abbildung 3.2 gezeigt. Bei komponentenweiser Betrach-
tung wird das Diagramm wie in Abbildung 3.3 erweitert.

Fiir eine Definition des MIMO-Modells werden vorerst noch keine weiteren An-
nahmen iiber die Kanalmatrix H getroffen. Sie kann entweder zufillig, bekannt
oder partiell bekannt sein. Dies wird in den folgenden Kapiteln nach Bedarf
angepasst.

Modell 3.1. Es seien t,r € N, die Anzahl der Sende (transmit)- bzw. Emp-
fangs (receive)-Antennen. Sei H € C'™! eine in der Regel zufillige Fading-
Matriz, X € C! ein zufilliges Inputsymbol, Z € C",Z ~ SCN(0,Q) die ad-
ditive Storung und P > 0 die Leistungsbeschrinkung. Es gelte E (X*X) =
tr (E (XX*)) < P. Die Zufallsvektoren X € C' und Z € C" und die Zufallsma-
tiz H seien gemeinsam stochastisch unabhdngig.

ABBILDUNG 3.1. Darstellung eines MIMO-Kanals

| Sendeantennen

Empfangsantennen
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ABBILDUNG 3.2. Ubertragungsmodell eines MIMO-Kanals

[
(139
IN— D
|~

ABBILDUNG 3.3. Komponentenweises Ubertragungsmodell ei-
nes MIMO-Kanals

Der Outputvektor Y € C" ist definiert durch
Y =HX+Z

Eine Interpretation aller verwendeten Symbole ist in Tabelle 3.1 wiedergegeben.

Die zweite wichtige Definition in dieser Arbeit ist die der Kanalkapazitit, die
fiir verschiedene MIMO-Modelle ausgerechnet bzw. falls das nicht méglich ist,
abgeschitzt werden soll. Auch diese Definition muss in einigen der folgenden
Kapitel verdndert und leicht an die Gegebenheiten des jeweiligen Modells an-
gepasst werden.
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TABELLE 3.1. Interpretation der Symbole im MIMO-Modell

Mathematische Definition || Interpretation

reN Empfangsantennen (receive)
teN Sendeantennen (transmit)
HeCrxt Kanalmatrix

P>0 Leistungsbeschrankung
XecCt Inputvektor

Y e C Outputvektor

ZeCr additive Storung

Definition 3.2 (Kapazitit). Die Kapazitit eines Kanals ist definiert als
C= max I(X;Y),
E(X*X)<P
die mazximal erreichbare Transinformation unter allen Inputverteilungen unter
der Leistungsbeschrinkung P.

Es gibt verschiedene Arten von MIMO-Kanélen, die danach unterschieden wer-
den, wie viel iiber die Kanalmatrix ‘H beim Empfinger bekannt ist. Falls H
beim Empfinger bekannt ist, schreibt man fiir H auch H, und der Kanal wird
mit C-CSI (“completely known channel state information”) bezeichnet (Kapitel
4). Falls H nur partiell bekannt ist, etwa durch Schétzung, wird der Kanal mit
P-CSI (“partially known channel state information”) bezeichnet (Kapitel 5).
Wenn weder beim Sender noch beim Empfinger die Kanalmatrix bekannt ist,
bezeichnet man den Kanal mit N-CSI (“no channel state information”). Solche
Modelle werden in dieser Arbeit nicht behandelt. In [9] wird die Synentropie
dieses Kanals angegeben. Die Maximierung ist ein offenes Problem.

Man unterscheidet ebenfalls zwischen dem Kanalwissen an Sender- und
Empfingerseite.






KAPITEL 4

Komplett bekannte Kanéle

Dieses Kapitel beschiftigt sich mit komplett bekannten Kanélen (C-CSI,
“completely known channel state information”). Im Abschnitt 4.1 wird dabei
zunéchst auf die Kanalkapazitit bei deterministischen Kanalmatrizen einge-
gangen, in Abschnitt 4.2 bei zufilligen. Die Ergebnisse aus [20] und [12] sind
durch weitere Ergebnisse fortgesetzt und vor allem durch eine Verallgemeine-
rung der additiven Stérung erweitert worden, sowie durch einige Beispiele und
Grenzwertbetrachtungen veranschaulicht.

4.1. Herleitung der Kapazitit bei fester Kanalmatrix

In diesem Abschnitt wird der Fall betrachtet, dass H deterministisch ist, d.h.
man setzt iiberall H € C™?! fest vorgegeben voraus. Dieses Szenario ist gleich-
bedeutend damit, dass die Realisation der zufilligen Kanalmatrix H bereits
beim Sender bekannt ist.

Modell 4.1. Es seien die Voraussetzungen wie in Modell 3.1. Dabei sei H €
C™? fest.

Der Outputvektor Y € C" ist definiert durch
Y:=HX+Z.

Definition 4.2 (Erweiterte Diagonalmatrix). Seien &1,. .., {nin(ry) € C. Dann
wird die erweiterte Diagonalmatriz = € C"™ definiert mit den Eintrdgen

T S P P Py P
0, fallsi+#j

Schreibweise: 2 =: (fij)lgz‘gr,lgjgt =: diag, ., (51, .. ,§min(r7t)).

Beispiel 4.3. FEs ist

o OO
o O O

1000
diagz,7 (1,2,3)= [0 2 0 0
0030

o OO

Die Kapazitat wird zunéchst fiir den Fall berechnet, dass H eine erweiterte Dia-
gonalmatrix ist. Der allgemeine Fall wird auf diesen Spezialfall zuriickgefiihrt.
Die Losung erfolgt {iber “Water-Filling”, so dhnlich wie bei parallelen Gauf3-
Kanilen (siehe z.B. [12]). Die hier gewihlte Beweismethode ist zwar etwas
aufwéndiger als die in [12], macht aber die Verbindung des MIMO-Modells zu



22 4. KOMPLETT BEKANNTE KANALE

den parallelen Gau-Kanélen deutlicher. Weiterhin ist die Aussage der Sétze
verallgemeinert worden. In [12] und [20] war fir die additive Stérung nur die
Einheitsmatrix als Kovarianzmatrix zugelassen, also weifles Rauschen. Neu ist,
dass hier auch additive Storungen mit beliebiger Kovarianzmatrix méglich sind.

Lemma 4.4. Seien n € N und A\;...\, > 0. Dann wird [} (z; +\;) un-
ter der Bedingung Y"1, x; < P mazimal, wenn x; = (u— )"
eindeutige Losung von 1, (u— \)* = P ist.

, wobei v die

Beweis. Siehe [12]. O

Lemma 4.5 (Hadamard-Ungleichung). Im Folgenden finden sich zwei Spezi-
alfille der Hadamard-Ungleichung.

(1) Fiir jede symmetrische nichtnegative reelle Matriz A gilt

n
det A < H Qg5 -
i=1

(2) Frir jede hermitesche Matriz A gilt

n
\det A‘ < H \a”\
=1

Beweis. Siehe [12]. O

Satz 4.6 (“Water-Filling”). Gegeben sei ein Kanal wie in Modell 4.1 mit
Z ~SCN(0,Q)

fiir Q@ € C™*" hermitesch und nichtnegativ definit, sowie der Einschrdnkung

H := A :=diag, ., <\/)\71, ey A /)‘min{t,r}>

fir \i > 0,1 <i<min{t,r}. Es ist somit

Y =AX+2Z

Dieser Kanal hat die Kapazitdt

min{¢,r}
= [(X;Y) = 1 Nt =1
C=  max TXY) ; (log (pAi) " —log det Q,

wobei u so gewdhlt, dass
min{¢,r}

P=Y (u—i—i;)+-

i=1
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Beweis. Ohne Einschrinkung seien die \; sogar echt positiv, da sonst die
zugehorigen X; keine Auswirkung auf den Kanal haben. Zunichst gilt fiir die
Synentropie

Es ist

Cov (Y) =Cov(AX + Z)
= ACov (X)A' + Cov (Z)
=ACov(X)N +Q =:AXx AN + Q.

Dann gilt H (YY) < logdet (re (AXxA’ 4+ Q)) mit Gleichheit, genau dann wenn
Y ~ SCN (0, AXx A + @), also X ~ SCN (0,Xx). Diese obere Schranke bleibt

zu maximieren, d.h.

max det (AEXA’ + Q) = max det (AEXA' + Q).
E(X*X)<P tr(Sx)<P

Nach der Hadamard-Ungleichung 4.5 ist det (B) < [[, bi;, falls B > 0. In
diesem Fall hat man also

min {¢,r}
det (ASxA' +Q) < [ (W Var (X)) + ¢)
=1

mit Gleichheit, falls AX xyA’ + @ Diagonalform hat. Es bleibt somit zu lésen
max [0 {t.ry (A\i Var (X;) + ¢i;) unter der Bedingung Z?;Hf{t’r} Var (X;) < P.
Dazu betrachte man zunéchst den Fall, dass QQ = I, ist. Man benutze Lemma 4.4
sowie \; Var (X;) + 1 = A; (Var (X;) + A\{!) und erhalte die Lésung Var (X;) =

(u — )\;1) " Fiir beliebige Kovarianzmatrizen @) folgt unter Zuhilfenahme dieses
Ergebnisses aus der Gleichung

min {¢,7} min {¢,r}

Ai
H (Ai Var (X;) + qii) = H Qi <— Var (X;) + 1)
i=1 i=1 ©
min {¢,r} min {¢,7} o
i=1 =1 9
die Losung
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Die Kapazitdt errechnet sich als

C= max H(Y)-H(Z)

tr(Ex)<P
min{¢,r} -
=log | me H Ai | it ) —og (e det Q)
i=1
min{¢,r}
= Y (log(u);)) — logdet Q.
i=1

Falls einige A; = 0 sind, folgt die Losung mit der folgenden Rechnung;:
min {¢,7} min {¢,r}
[T var(X)+a) = [] NVar(Xs)+gu)
= o
min {¢,r} N
= H ()\i (n=A1) +Qiz’>
A0
min {¢,7}
= H (i — 1) + qa1)
A0
min {¢,r}
= I cuw*
i=1
;20

Mit der Schreibweise (log (0))" = —oot = 0 hat man damit auch

min {¢,7} min {¢,7}
log [ JI NVar(Xo)+ai) | =log | J[ uw)?
min {¢,7} min {¢,7}
= Z (log (A\ip)) ™ = Z (log (Aips)) ™

Damit ist insgesamt
min{¢,r}

C= Z (log (uA;))* — log det Q.

=1

Abschlieend gilt fiir die maximierende Inputverteilung, dass Real- und Ima-
ginérteile jeder einzelnen Komponente unabhéngig identisch verteilt sind. Dar-
aus ergibt sich

(=277

DN |

E (D‘ie (XZ-)2> —E (jm (Xi)2> —
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Den allgemeinen Fall fithrt man auf diesen zuriick, indem man die Kanalmatrix
durch eine Singuldrwertzerlegung ausdriickt, und sich neue Input- und Out-
putvektoren fiir die neue Kanalmatrix zusammensetzt. Dann kann man zeigen,
dass die beiden Kanéle die gleiche Kapazitét besitzen.

Satz 4.7 (Singulirwertzerlegung, SVD). Sei A € C™* beliebig. Dann existieren
unitdre Matrizen U € C™<",V € C*t und reelle Zahlen M1, . .. s Amin(r,t) = 0, s0

dass A =UAV*, wo A = diag,.; (\/)\_1, RN /)\mm(m)). Dabei sind die Spalten

von U die Eigenvektoren von AA*, die Spalten von V die Figenvektoren von
A*A und die \; die Eigenwerte von AA*.

Beweis. Siehe [5], Kapitel 5.4. O

Satz 4.8 (Kanalkapazitit). Der Kanal aus Modell 4.1 mit deterministischer
Kanalmatrizc H und additivem Fehler Z ~ SCN (0, Q) fiir beliebiges Q@ € C™*"
hermitesch und m’chtnegatz'v definit besitzt die Kapazitit

Z (log (uA;))" — logdet @,

wo € R die eindeutige reelle Zahl ist mit
min(r,?) i\t
P=3 (n-%)
Die \; sind dabei die Eigenwerte von HH*.

Beweis. Nach Satz 4.7 existiert eine Singuldrwertzerlegung H = UAV™* mit

U e C™>"V e C™ unitiir, A = diag, ., (\/Al,...,w/Amm(m)). Damit ergibt
sich die Darstellung

Y=HX+Z=UAV*X+Z. (4.1)
Seien Y := U*X,X = V*X und Z := U*Z. Damit ist Z zirkuliir symmetrisch

verteilt als Linearkombination von zirkuldr symmetrisch verteilten Zufallsvaria-
blen.

Aus (4.1) folgt
Y =U*Y =UUAV*X +U*Z = AX + Z, (4.2)
wobei
Z ~ SCN(U*0,UQU™) =SCN (0,Q) .
Komponentenweises Betrachten von (4.2) liefert
Y; = \/)\_ZXZ +7;,1<i< min {r,t}.

Die Matrizen U und V sind invertierbar, und es gilt

E(X'X) =E((VX)'VX) =E(X'V'VX) = E(X'X).
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Die Gleichheit der Kapazitéiten ergibt sich mit Hilfe von Satz 2.13 schliefSlich

aus
I1(X;Y) = H(X)-H(X|Y
E(Xn*l%};gp <_’_) E(gn*l%}){gp( (_> <_|—>)
= E(§%§SP(H (X) +log|detU| — H(X | Y) — log |det U])

= max (HX)-HX|Y)) = max I(X:;Y)

E(X*X)<P E(X*X)<P

Aus der komponentenweisen Darstellung des neuen Kanals sieht man, dass fiir
i > min{t,r} gilt Y; = Z;, also ist hier ¥; unabhéngig von Xj.

Nach Satz 4.6 kann man die Kapazitéit des neuen Kanals mit “Water-Filling”
angeben:

min{¢,r}
C= max I(X;Y)= max I(X;Y)= lo i T _log det
o B IED) B (X:Y) ; (log (4Ai)) " — log det Q
mit
min{¢,r} " +
P = -2 .
2 (M Az‘)

i=1
U

Aus den beiden Sétzen 4.6 und 4.8 folgen sofort die Ergebnisse aus [12] und
[20], die im Folgenden wiedergegeben sind.

Korollar 4.9. Gegeben sei ein Kanal wie in Modell 4.1 mit
Z ~SCN(0,1,)

und der Einschrinkung

H := A :=diag, ., (\/)\_1, BN \/)‘min{t,r}>

fir A; > 0,1 <i <min{t,r}. Es ist somit
Y =AX+Z.

Dieser Kanal hat die Kapazitit
min{¢,r}

_ o .
C_E(zrg%gpl(l’x)— ; (log (1)) ™,

wobei |1 so gewdhlt wird, dass
min{¢,r}

P= 3 (n=A1"

i=1

Beweis. Es ist
logdet I, = log 1 = 0.
Die Behauptung folgt aus Satz 4.6. O
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Mit demselben Argument erhilt man das folgende

Korollar 4.10. Der Kanal aus Modell 4.1 mit deterministischer Kanalmatriz
H und additivem Fehler Z ~ SCN (0, I,) besitzt die Kapazitit

min(r,t)

C= Y (log(pr)",

i=1
wo p € R die eindeutige reelle Zahl st mit

min(r,t)

P= 3 (b=-N""

i=1
Die \; sind dabei die Eigenwerte von HH™.

Korollar 4.11. Die Kapazitit dndert sich nicht, wenn die Kanalmatric H*
anstatt H lautet.

Beweis. Die Matrizen H*H und HH* besitzen die gleichen nichtnegativen
Eigenwerte. ]

Beispiel 4.12. Sei H = 1,4, d.h. H;; =1,1 <1 <r,1 < j <t. Die SVD sieht
folgendermafen aus:

JITF * o w Vrt 0 ... 0 1/t ... 1/t

r
O 0 ... 0 * *
H = : : : . . . . . )

V3 o+ o0 % : : ; : :
rxr \0 00 ... 0/ ., * * it
wobei die Fintrdge x uninteressant sind, da nur ein Eigenwert # 0 ist.
Nach Satz 4.8 folgt also

min{¢,r}

Nt _ 1
P = Z (H_)‘ll) ::U’_)‘ll :M_E
i=1
und damit die Kapazitit
min{t,r}
C= > (log(u\))" =log(ur) = log (purt) = log (1 + rtP).
i=1

Fiir das X, das die Synentropie maximiert, ergibt sich damit
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denn

Cov (X) = Cov (VX) — V Cov (1) v

PO ...0 1t ... Vit
VI« g g % p
— .. . . . = —1ixt

L . . . t
VIr s« oox/ \g o 0 x ... %

Beispiel 4.13. Seir =t =:n und H := I,,. Die SVD ist trivial: H = I,1,1,.
Damit ergibt sich sofort

P=> (=AY "=n(u-1"=n(u-1)
i=1
und

C=> (logur)" = (logu)" =n(logpu)* =nlog (% + 1> .

i=1 =1

Da V* = I,,, folgt sofort X = X, und fiir das mazimierende X gilt damit

E (Xin) =E (X’J@) = 0;j <E <9‘ie (XZ)Q) +E (ﬁm <X1>2)>
=6 (n—X") = (SU—P

n

4.2. Herleitung der Kapazitit bei zufilliger Kanalmatrix

Dieser Abschnitt behandelt den Fall, dass H := H := (H;;) € C™** stochas-
tisch ist. Weiterhin sei angenommen, dass die Realisationen H von H beim
Empfinger bekannt sind, nicht aber beim Sender. Es werden die Hauptergeb-
nisse aus [20] und [12] zusammengefasst, sowie einige Spezialfélle genauer be-
trachtet und Grenzwertbetrachtungen gemacht.

Modell 4.14. Es seien die Voraussetzungen aus Modell 3.1 gegeben. Es sei
H :=H := (H;j) € C™* eine Zufallsmatriz, die stochastisch unabhingig von
X und Z ist. Der Kanal ist gegeben durch den Input X und den Output

Y, H)=HX+Z,H).

Die Eintrige H;j von H seien untereinander stochastisch unabhdngig, und ha-
ben stochastisch unabhingige Real- und Imagindrteile mit jeweils Re (H;;) ~
N (0,1/2) und Jm (H;;) ~ N (0,1/2).

Lemma 4.15. Gegeben seien H wie oben, U € C™" und V € C unitdr.
Dann besitzt UHV™ dieselbe Verteilung wie H.

Satz 4.16 (Kanalkapazitit). Die Kapazitit des obigen Kanals ist gegeben durch

C= max I(X;Y,H)=E <logdet (Ir + g?—[?—ﬁ)) .
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Beweis. Fiir die Synentropie gilt
I(XGY, H) =1 XGH) + I(XGY [H) =X Y | H)
=Ey I(X;Y [ H = H))
=EyHY)-HHX+ 2| X))
=Ey(HY)-H(2))
< Ey (logdet (I, + HQH™))
mit Q = E(XX*) = Cov (X) mit Gleichheit, wenn X ~ SCN (0, Q). Dieser

Ausdruck ist zu maximieren unter den Bedingungen tr@ < P und @ > 0.

Dazu sei P; der Raum aller ¢ x ¢ Permutationsmatrizen. Nach [12] gilt, dass
HII und H dieselbe Verteilung besitzen fiir jede Permutationsmatrix Il € P;.
Damit folgt mit der Bezeichnung Q™ := IIQII’ fiir den obigen Ausdruck

E (logdet (I, + HQH*)) = (log det ( + HIIQII H*))
—E (log det (I, + HQ"H*))

=5 Z (log det (I, + ’HQH’H*))
IIeP;

( Z log det ( +’HQH’H*)>

IIePy

<E (logdet (Ir +H (% ZQH> W)) :

da @ (Q) := logdet (I, + HQH*) nach [12] konkav auf der Menge der nichtne-
gativ definiten Matrizen ist.

Die Matrix % ZHEPt Q" = al, ist ein Vielfaches der Einheitsmatrix. Insgesamt
gilt

max E (logdet (I, + HQH")) < tmgﬁE (log det (I + HalyH*Y))

tr Q<P,Q>
<log det ( + 7—[7—[*>>

Somit hat man auch die Gleichheit. Das Maximum wird angenommen, falls
X ~SCN (0, £L). O

An dieser Stelle endet die Zusammenfassung von [12] und [20], und es folgen
einige Spezialfille und Grenzwertbetrachtungen. Die Ergebnisse aus Satz 4.16
lassen sich fiir ¢ = 1 bzw. r = 1 relativ leicht ausrechnen. Das Ergebnis ist das
folgende

Beispiel 4.17. Gegeben sei der obige Kanal.

(1) Fir den Fall r =1 ist die Kapazitit gegeben durch

1 t—1, -1
C= / log<1—|— >2tI‘()m e 2dm.
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(2) Fiir den Fallt =1 ist die Kapazitit gegeben durch

& Pm 1 m
= [ log(1+— lem Y dm.
c /0 og( + 1 >27T(7“)m e 2dm

Beweis. (1) Sei r = 1. Die Kapazitéit errechnet sich als

<)

09
N

—_

_|_

|

<
N—
SN—

=

=+

<

>0

B

o0 Pm 1 m
= [ log(1+— lem2d
/o °g< - )%r()m "

(2) Sei t = 1. Die Kapazitét errechnet sich als

C=E (logdet < + 7—[7—[*))

= E (logdet (I + PH*H))
=E <log <1 + PZT: Hile‘1>>
1 +PZ£)% Hip)? +TJm(Hi1)2>>

E <log (1 P ZN2>> mit N; ~ N (0,1) iid

E

4

P
log<1+ M>) mit M ~ x? (2r)

OO

Pm 1 m
= I 1+ — r~le=3d
; og( + 1 >27T(r)m e 2dm

g

Man betrachte in (1) den Grenzwert ¢t — oo, und in (2) den Grenzwert r — oo.
Dann ergibt sich bei (1) mit dem starken Gesetz grofier Zahlen, und bei (2) mit
der Bezeichnung M (2r) ~ x? (2r)
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. P * _ 2
tlggoE(logdet <1+?HH th_)r&E(log <1+4t E N; ))
r 2
(log <1+ lgélo E N; >>

_E <1og <1+_ lim ZN2>>
()

2r
P
. * 1 - 2
TlggoE(logdet (1+PHH")) = Jim E (log (1 +7 E 1 N; ))
1=

P 2r
. § : 2
rlLr{}OE <log <Z i=1 Ni ))

P
= lim E (log M (2r)) + log (Z)
m’

Y

r—00

v

P
lim log 2r + log <—) =
r—00 4

und damit die Gleichheit. D.h. bei wachsender Anzahl von Empfangsantennen
r und einer Sendeantenne t = 1 steigt die Kapazitéit des Kanals ungefihr wie

C = log (22P> .

In der Praxis ist es eher nicht anzunehmen, dass bei wachsender Anzahl von
Sendeantennen die Leistungsbeschriankung konstant bleibt. Man setze in (1)
P := P(t) := tc fiir ein konstantes ¢ > 0 und berechne den Grenzwert neu.
Dabei ergibt sich mit den bekannten Bezeichnungen
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tlim E (log det <1 + P (t)’H’H*)> = tlim E (logdet (1 4+ ¢cHH™))
—00 —00

t
c 2t
o ¢ 2
_tgrgoE(log<1+4ZNl>>

i=1

2t
i ¢ 2
i (157

: c
= tlggloE (log M (2t)) + log (Z)

lim log 2t + log (E) = 00.
t—o00 4

v

Y

Man sieht, dass in diesem Fall die Kapazitit bei sehr grofien ¢ ungefahr steigt

wie 5
tc
C =1 — .

Man sieht, dass die Kapazitét bei einer Sendeantenne und wachsender Anzahl
Empfangsantennen ungefahr genau so stark wéchst wie bei einer Empfangsan-
tenne und wachsender Anzahl von Sendeantennen. Denn fiir ¢ = 1 und r — oo
gilt mit den neuen Bezeichnungen

2rP (t) 2rte 2rc
~ 1 =1 — | =1 — .
o () = (557) = (§)

4.3. Weitere Modellmoéglichkeiten

In der Literatur werden viele weitere Modelle vorgeschlagen, so etwa in [10].
Dort wird grundsétzlich von Modell 4.14 ausgegangen, jedoch werden iiber die
gleiche Kanalmatrix N € N Datenvektoren iibertragen. Dieses Modell ist rea-
listisch, wenn die Kanalmatrix in der Praxis iiber N Zeiteinheiten anndhernd
konstant bleibt. Die N Inputvektoren werden zu einer Matrix X € C>*V zu-
sammengefasst, ebenso die additiven Stérungsvektoren zu Z € C™V | sowie die
Outputvektoren zu Y € C™*V. Das Ubertragungsmodell ist damit

Y=AH+Z.

Das wichtigste Ergebnis des Papers ist, dass die Kapazitat fiir t > N gleich der
Kapazitét fiir ¢ = N ist, also durch Aufstocken der Sendeantennen auf mehr
als N-Stiick kein Kapazitédtsgewinn mehr erzielt wird.

Eine weitere interessante Moglichkeit wird in [4] vorgestellt. Es wird ebenfalls
das Modell 4.14 als Grundlage genommen, jedoch sind die Eintrége der Kanal-
matrix hier untereinander korreliert. Die Anzahl der Sendeantennen sei gleich
der Anzahl der Empfangsantennen, n := ¢t = r. Die Hauptaussage des Papers
ist, dass die Kapazitit dann linear in n steigt. In der Praxis wird dieses Mo-
dell relevant, wenn die Antennen im Sendearray bzw. im Empfangsarray nahe
beieinander sind. Dadurch sind die einzelnen Datenstrome untereinander kor-
reliert.



KAPITEL 5

Empfingerseitig partiell bekannte Kanile

5.1. Modellierung von Synchronised Detection

Die Erweiterung des letzten Modells durch Synchronised Detection beinhaltet
die Schitzung der zufilligen Kanalmatrix durch vorangehende Testsymbole. Der
wesentliche Unterschied zum vorhergehenden Modell ist dabei, dass die Kanal-
matrix H beim Empfanger nicht bekannt ist, sondern geschétzt wird. Dieses
Modell baut auf [2] und [3] auf. Diese beiden Papers liefern kein mathemati-
sches Modell fiir Synchronised Detection. Dieser Umstand wird behoben, und
ein passendes Modell hier nachgeliefert. Auf weitere Fehler in den Papern wird
an jeweils passender Stelle hingewiesen, und die Unklarheiten beseitigt. Au-
Berdem werden die Ergebnisse aus [3] derart erweitert, dass auch eine obere
Schranke fiir die Kanalkapazitit gefolgert werden kann.

Modell 5.1. Es seien r,t, Np, N7 € N und

N := Np + Nrp.
Sei HZD € C™t i =1,...,Np eine iid-Folge von Zufallsmatrizen, wobei fiir
jeden Eintrag

HJ ~SCN (0,07)
fiir ein J}QL > 0 gelte. Die einzelnen Eintrdige sind dabei stochastisch unabhdngig.
Sei 7-[? € C™¥t j =1,..., Ny eine weitere Folge mit den gleichen Eigenschaf-
ten. Im Allgemeinen ist die Folge %JT dabei stochastisch abhdingig von %iD. Es
sei Ng > 0, ZP iid mit
ZP ~ SCN (0, NoI,),i=1,...,Np

unabhdngig von den oben definierten HZD und 7-[? Es sei Z;‘.F € C" eine davon
unabhingige Folge mit den gleichen Eigenschaften. Sei XP € Ct,i=1,...,Np
iid, unabhingig von HP und H;‘F sowie ZP und Z;‘.F. Seien Xf e Cj =
1,..., Np fest vorgegeben. Sei P > 0, und es gelte

E(X{*X7) <P
sowie

XP*XT<Pj=1,.. Nr.

Definiere den Datenkanal durch
YP.=HPXP + 2P i=1,...,Np, (5.1)
sowie den Testkanal durch
T ._ TxT T : _
Y, =H;X; +Z;,j=1,...,Nr. (5.2)
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Weiterhin seien

AP = AP (T, X YT YY)
=B (X | XT,..., X}, Y],....Yy, ), i=1,...,Np

MMSE-Schdtzer fiir %iD.

Alle in diesem Modell verwendeten Symbole sind in Tabelle 5.1 mit ihrer Inter-
pretation zusammengefasst.

Technische Realisierung:

In der Realitéit sind die Kanalmatrizen im Allgemeinen korreliert in der Zeit,
d.h. es liegt ein Prozess Hy, k = 1,..., N mit Autokorrelationsfunktion

Oé:; =E (Hk,i,j,]:[kJrTL,i,j) ,y = 17 .. 7N7

sonst aber gleichen Eigenschaften, zugrunde. Dieses Problem wird durch so ge-
nanntes Interleaving und De-Interleaving umgangen. Dazu werden die Daten-
und Testsymbole eines Blockes der Lénge N in einen Interleaver Z gegeben, der
sie auf Komponentenebene so permutiert, dass die Komponenten eines Input-
vektors so weit auseinander gezogen werden, dass sie iiber Kanalmatrizen mit
Autokorrelation «;, < ¢ iibertragen werden, dabei aber auch iiber jede Kanal-
matrix geniigend Testsymbole zum Schétzen geschickt werden. Im Modell kann
man dann wegen der geringen Korrelation sogar stochastische Unabhéngigkeit
voraussetzen. Auf der Empfiangerseite werden die iibertragenen Symbole durch
den De-Interleaver D wider nach Daten- und Testsymbolen sortiert. Dieser Vor-
gang ist in Abbildung 5.1 dargestellt. Auf eine Modellierung des Interleaving
wird in dieser Arbeit verzichtet. Das Kanalmodell

Y = Hi Xy + Z,
wird auch als innerer Kanal bezeichnet, und der Datenkanal
vP =HnPXP+ 2P

als duflerer Kanal. In dieser Arbeit wird auf die gesamte Modellierung des inne-
ren Kanals verzichtet, und die Kanalmatrizen von vornherein als stochastisch
unabhéingig vorausgesetzt.

Im Folgenden ist es rechentechnisch oft einfacher, die Werte der Inputverteilung
in Matrixform und die Fading-Koeffizienten in Vektorform vorliegen zu haben.
Zu einer einfachen Darstellung der dazu nétigen Transformationen wird das
Kronecker-Produkt zweier Matrizen eingefiihrt.

Definition 5.2. Gegeben seien die Matrizen A € C™*" und B € CP*4. Das

Kronecker-Produkt A ® B € C™P*™ st definiert als

allB e alnB

A® B := : : :
am1B ... amnB
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ABBILDUNG 5.1. Ubertragungsmodell eines MIMO-Kanals mit
Synchronised Detection

TABELLE 5.1. Interpretation der Symbole im MIMO-Modell
mit Synchronised Detection

Mathematische Definition || Interpretation
reN Empfangsantennen (receive)
teN Sendeantennen (transmit)
Np eN Anzahl Datensymbole pro Block
Nr eN Anzahl Testsymbole pro Block
NeN Blocklange
P>0 Leistungsbeschrankung
XP et i-tes gesendetes Datensymbol (Datenkanal)
YPecr i-tes empfangenes Datensymbol (Datenkanal)
HP e Crxt Kanalmatrix zur Zeit i (Datenkanal)
ZPecr additive Stérung zur Zeit i (Datenkanal)
XxXTect j-tes gesendetes Testsymbol (Testkanal)
X?ﬂ eCr j-tes empfangenes Testsymbol (Testkanal)
HT e Crxt Kanalmatrix zur Zeit j (Testkanal)
Z% eCr additive Storung zur Zeit j (Testkanal)
HP e Crxt Schétzer fiir Kanalmatrix zur Zeit 4
U}zl >0 Fading-Varianz
Nog>0 Varianz der additiven Stérung

Sei also

xP=xP' oI = (xBI,.... XPL,)eC™i=1,...,Np
die Signalmatrix und

HP = (HY\, HY,,...,HE,

irt

) eC™i=1,...,Np

der Kanalvektor mit allen Spalten von HZD iibereinander.
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Damit 14sst sich der Datenkanal umschreiben zu

YP=xPHP +2P,i=1,... Np. (5.3)
Seien ,
XD = (XlD) .. ’XﬁD) 6 CTND)
!/
HP .= (HP,...,HR ) e C"Np,
zP .= (ZlD, . ,ZﬁD)/ e C™Np
und
xP o ...0
XD — 0 : c CTNDXrtND.
: . . 0
0 ... 0 xP

Damit ergibt sich das Modell fiir einen Block von Np Datensymbolen
yP =xPHP + ZP. (5.4)

Analog definiere fiir den Testkanal
Xl =XxT"wl = (X4,..., X 1) eC" j=1,..., Ny

und
HY = (a4, 1Yy, HY) ec j=1,... Ny,
so dass
Yi=xTH +2],j=1,... Nr. (5.5)
Sei

XT — (X?, o ’X%T)/ c C’I‘NT

der Vektor mit allen Outputvektoren X;‘.F, j =1,..., Np iibereinander. Analog
definiere die zugehorigen

H" = (Hf,... H},) eC™r,

ZT — (ZI{,...,Z%T)/ c CTNT

und
o0 ... 0
XT — 0 : c CT‘NTXT‘tNT
: . . 0
0 ... 0 X
so dass
Yy =xTHT + 77, (5.6)

Auflerdem definiere man fiir die geschitzten Kanalmatrizen analog

D 4D {rD D
ﬂ’t = (Hll’HZ21”H

/
Z D) ecCti=1,....Np
und ,
D D ~D
P = (ﬂl,...,ﬂND) e CTtND .
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TABELLE 5.2. Zusétzliche Symbole im MIMO-Modell mit Syn-
chronised Detection

Mathematische Definition || Interpretation

xP e crxrt i-te gesendete Signalmatrix (Datenkanal)
HP cCrt Kanalvektor zur Zeit i (Datenkanal)

XjT € Crxrt j-te gesendete Signalmatrix (Testkanal)

H ;‘F e Crt Kanalvektor zur Zeit j (Testkanal)

H f) ecC Schétzer fiir Kanalvektor zur Zeit i

XD e criTxrihNp Signalmatrizen nebeneinander (Datenkanal)
yPecro Outputvektoren tibereinander (Datenkanal)
HP ¢ Crtho Kanalvektoren iibereinander (Datenkanal)
ZP ecrip Additive Stérungen iibereinander (Datenkanal)
XT g CrirxriNT Signalmatrizen nebeneinander (Testkanal)
YT e crir Outputvektoren iibereinander (Testkanal)
HT ¢ CrtNr Kanalvektoren iibereinander (Testkanal)

ZT e crir Additive Storungen tibereinander (Testkanal)
H P € Crthp Schétzer fiir die Kanalvektoren iibereinander
C>0 Kanalkapazitét

Alle zusétzlichen Symbole, die nicht in Tabelle 5.1 vorkommen, sind noch einmal
in der Tabelle 5.2 zusammengefasst.

Bei der Definition der Kapazitéit dieses Kanals ist zu beachten, dass von den
N Symbolen nur Np wirkliche Daten enthalten. Deshalb wird die Kapazitét
folgendermaflen definiert:

Definition 5.3. Gegeben sei der obige Kanal. Die Kapazitit ist definiert als

C:=— max L(Y”y"xP | x").
N E(XD*KD)SNDP

Das gegebene X7 ist hierbei eine Schreibweise. Es handelt sich nicht um die be-
dingte Synentropie, da X7 eine bekannte Grofe ist, und nicht zufallsabhéingig.
In den Rechnungen kann X7 auch als einpunktverteilte Zufallsvariable betrach-
tet werden. Da X die gleichen Informationen enthélt wie X” bzw. X7 wie
X7, kann man die Kapazitiit umformen zu

C = max 1(YP, vyt aP | at).

1
N B(xP*XP)<NpP

Durch die Schétzung der %Z-D ist der Kanal nur partiell bekannt. Es handelt
sich daher um einen partiell bekannten Kanal (P-CSI, “partially known channel
state information”).
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5.2. Abhéngigkeitsstrukturen der Synentropie

Die Kanalmatrix wird in diesem Modell durch MMSE (minimum mean squa-
re error) geschitzt. Bei der Berechnung der Abhéngigkeitsstrukturen wird auf
einige wichtige Eigenschaften von MMSE-Schétzern zuriickgegriffen, die in Ab-
schnitt 2.4 zusammengefasst sind.

Satz 5.4. Die Synentropie des oben definierten Kanals betrigt

TP,y xP | XT) =1(xPxP | /) =E (7 (Y2, 27, 17))

wobes
f (QD | XD,ED>

J 1 (g2 1 xP %) f (xP) ax

J (4, X707 =log

und f (gD | XD,ﬁD) die Dichte der Zufallsvariablen YP | XP = XD,fID =

iLD und f (XD) die Dichte von XP seien.

Beweis. Fiir die Synentropie gilt

=0,da YT u. /”;;7 stoch. unabh.
D vD . T | vT FPIXPytXT) p oD T
= X X)) log ==——=—"<—~dy~dX"d
/CTND /(C”VD /(CTNT ! (ﬂ ’ 4 | ) o8 f(2D|2T’XT) v G
wobei f jeweils die zu den Argumenten zugehorige Dichte bezeichne. Sei
f P XP oy aT)

J (", X", y") =1lo
(y v') 87 (WP | 47, XT)

Dann ist
I(XD,XT; XD | XT) - F (J/ (XD,XD,XT)) .
Es gilt
f (QD | XD’QT’XT)
FyP ly" xT)

Damit erhélt man die Darstellung

FyP 1 XP T xT)
JF P 1 XP YT XT) f(XP")dx P

log = log

P 1 XP oyt T
Jf (P | XDy XT) f(XP) dxP"

I (yP, XP,y") =log (5.7)

Da der Datenkanal gedédchtnislos ist, sind die einzelnen Komponenten des Vek-
tors Y'P stochastisch unabhiingig. Fiir die Randdichten gilt daher

Np
FP 1 X290 xT) =11 (gD | XZ-D,QT,XT) (5.8)
i=1
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Jede einzelne Randdichte f (gf | XZ-D ,QT, X T> ist symmetrisch komplex nor-

malverteilt als Linearkombination von symmetrisch komplex verteilten Zufalls-
variablen. Die Verteilung einer einzelnen Randdichte ist also eindeutig bestimmt
durch den Erwartungswertvektor und die Kovarianzmatrix.

Man definiere einen MMSE-Schétzer
Y, =B X0 YT aT)
fiir den Erwartungswertvektor. Der Schétzer errechnet sich als
Z@' —E (XiD | XiD’XT’XT) —E (XZ‘DEZ‘D | XiD’XT’XT)
— XPE(HP | 2P, yT xT) = xPE(HP | xT,¥T) = XPH, .

In dieser Rechnung bleibt fraglich, ob XZ-D vor den Erwartungswert gezogen
werden kann. Dies ist moglich, falls es 2 (XiD YT x T)—messbar ist. Dies trifft
in der Tat zu, denn es ist nun XiD nach Definition A (XiD )—messbar, und, weil
A (XiD,XT, XT) o (XZ-D) ist, somit auch A (XiD,XT, XT)—messbar.

Der entsprechende Schiitzer fiir die Kovarianz-Matrix lautet

Q=B ((YP-1,) (YP-1,) |2l a7, ¥T)
=E ((Xz‘Dﬂz‘D +2z7 - Xz‘DEz‘D> (Xz‘Dﬂz‘D +27 - Xz‘DEz‘D>* | &P, XTvXT>
—E((aP (2P - 1)+ 2P) (XP (HP - i) + 2P)" | &P, &7, YT)
=xPE((HP - i) (HP - )" | X7,YT) 2P + B (2P 2P7)

+ xPE((HP - i)z AT y")

g

=0, denn ZZD und ﬂlp sind unabhéngig und EZZD =0

~ *
+ E(zP(HP 1) | XTYT) X

=0, denn ZZD und ﬂf) sind unabhéngig und EZZD =0

— XP MSE (ﬂD ) &P+ Nol..

Mit der Bezeichnung
Cf := MSEp (ﬂD>

1

ergibt sich die Darstellung
Qi = XPC; P + Nol,.

Man sieht, dass die Verteilungen nur noch von den Schétzern des Kanalvektors

~ D
H, und den Datensymbolen X D abhingen, nicht aber von den Outputsymbo-

len Y7 Wenn man die MMSE-Schiitzer insbesondere als bedingte Erwartungen
betrachtet, folgt, dass die Erwartung von XZD bzw. von (XD — XZ) (XZD — Y)

7 —1

~D
mit gegebener a-priori Information XiD ,XT YT ebenfalls nur von H , und
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XP abhingen [7]. Die gemeinsame bedingte Dichte des Zufallsvektors Y |

P yT X7 ist nach (5.8) daher nur abhingig von H P und AP, Damit erhilt
man die Darstellung

FP | X2y xT)
[F P | XD T XT) f(XP") dx P’

f (QD ‘ XD’ﬁD>
og -
J (g2 1 X 07) f (xP) ax?”
f <£D | XD,&D)
f (gD !ED>
_J (gD,XD,ﬁD (XT,yT)) —J (QD,XD,ﬁD) . (5.9)

J/ (QD,XD,QT) — 10g

=1

= log

Daraus ergibt sich
bzw. auf komponentenweiser Ebene

I(X?aXTQXz’D | XT) :I(XzD;XiD |Ell)>

Korollar 5.5. Die Synentropie kann man als Summe der komponentenweisen
Synentropien ausdricken,

Np
TP yhal [ af) =3 1P yhal | at).
=1
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Beweis. Das Ergebnis (5.8) lidsst sich dquivalent als Gleichung zwischen den
Synentropien ausdriicken,

L(YP yTxP  xh)y =1(yPxP 1 27, y") =1(Y?,... .Y, ; X7 | &7, Y7)
=H(YP,....Yy, | AT Y") —H(Y,....Yy, | X, 2T YT
Np Np
=Y HEPaTY") - HEP 4P a"Y")
=1 i=1
Np Np
= ZI (YP,xP | a7 YT = ZI(XZD;XP,...,XJQD | xT YT
i=1 =1

ND ND
=Y H(XP,.L xR [ AT YT) =Y H(AP, xR [T YT YD)
i=1 =1

Np Np Np Np

I UCARIS OED I ICART ey
i=1i=1 i=1i'=1
Np Np Np

=3NS 1Par [ xTy") =3 1(Pial | atyT)
i=11i=1 i=1

Np
=2 1Pyl | ar).
i=1
Die vorletzte Gleichung gilt, da XZD und XZ-P nur abh#ngig sind, wenn ¢ = 4. [J

Satz 5.6. Fir die Schdtzer EZD gilt
;' ~SCN(0,Cy).

wobei 5
Cy = Cf + 071, = MSEp (ﬂ ) + o2,

Dieses Ergebnis weicht leicht von dem entsprechenden Ergebnis in [3] ab, wo
die Kovarianzmatrix mit

Ci = 0}l = MSEyp () + o}l - Cf

angegeben wird.

~ D
Beweis. Der Schétzer H, ist eine Linearkombination symmetrisch komplex
normalverteiler Zufallsvariablen, und damit selbst auch SCN-verteilt und durch
Erwartungswertvektor und Kovarianzmatrix eindeutig bestimmt. Aus der Er-
wartungstreue des MMSE-Schétzers ergibt sich sofort
~D ~ D
B(4’)=E@p)-e (2P -a

i

)zg—ng

Nach dem Orthogonalitétsprinzip fiir MMSE-Schétzer gilt
B((HP-8)HP") =0.
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Fiir die Kovarianzmatrix folgt damit
Co=B (8 8") =B (a8’ 5") + e (2P - 27) 2P)
_E (HDEZD) +E(HPHP*) —E (HZDEZD)

—1
=B (i) + B (PaP) —E (1)

+B(uPA) - (BPH)

)

() (57 2)) e (7
A~ N * R
=5 ((uP -8 (5P~ £)) + B (HPHP?) = MSEyo (H]) + 031

0

Da alle Verteilungen der Gleichung (5.9) jetzt bekannt sind, ldsst sich die Syn-
entropie I (XD Y. xp | X T) numerisch berechnen.

5.3. Berechnung einiger Kapazitidtsschranken

Die Maximierung der Synentropie ist ein noch offenes Problem. Die Kanalka-
pazitit kann man daher nicht als geschlossenen Ausdruck angeben. Es lassen
sich jedoch obere wie untere Schranken angeben. Die untere Schranke stammt
ebenfalls aus [3], die obere Schranke ist eine Folgerung der Ergebnisse aus [3].
Fiir die Berechnung der Schranken benétigt man zunéchst das folgende

Lemma 5.7 (Matrix Inversion Lemma). Gegeben sei eine positiv definite Ma-
trix A € C™*™ der Form

A=B'+CoD7'Ct

wobei B € C™*™ positiv definit, C € C™*™ uynd D € C™*" positiv definit. Die
Inverse der Matrixz A ist dann gegeben durch

Al =B - BC(D+C*BC) ' C*B.

Beweis. Dieser Beweis stammt aus [19]. Man beachte zunéchst, dass sich die
Einheitsmatrix schreiben lésst als

I,=A1'A=A"'B 'y A 'cD 'C".

Man multipliziere diesen Ausdruck von links mit B und erhalte

B=A"1'4A'cD'C*B. (5.10)
Daraus folgt

B-A'=A"'cD7'C*B. (5.11)
Multiplizieren von (5.10) von rechts mit CD~! gibt
BCD'=4A"'cD '+ A7 'cD7'¢c*BCD' = A7'CD 7! (I, + C*BCD ™) .
Daraus ergibt sich

A7'¢D™ ' = BCD ! (I, + C*BCD ™).
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Weiteres Multiplizieren mit C*B von rechts ergibt
A"'cD7'C*B = BCD ! (I, + C*BCD™ Y ' ¢*B
Mit (5.11) folgt
B—A"'=BCD™' (I, +C*BCD™") " C*B
und somit
A™'=B—-BCD ' (I,+C*BCD™ ") C*B = B-BC(D+C*BC)"'C*B
0

Satz 5.8. Fir den obigen P-CSI Kanal gilt

L P
C>=Y"E|logdet I, + ————HPHP* ] |.
_NZ <0ge ( +t(PJ]21+N0) i Tl ))

Beweis. Man lege die Inputverteilung fest als

xP ~ SCN (Q, ?A) |

Man schreibe jetzt die Synentropie um zu
1(YPsxP | #P) =u (XP | #P) -1 (xP | YD AP).
Fiir den ersten Summanden gilt nach der festgelegten Inputverteilung

H (X@D | 7—2?) =H (X?) = logdet (me Cov (XP)) = log det (we§1t> .

Fiir den zweiten Summanden benutze man die Methoden aus [13] wie folgt. Es
gilt zunéchst

H(XD|YD ”HD)—H< —AYP | YP, %D>
<H(XP - AYP) < logdet (re Cov (XP — AYP))

fiir beliebige Matrix A € C**". Die Kovarianzmatrix in dieser Formel errechnet
sich als

Cov (XP — AYP) = Cov (XP) ~ ACov (YP) 4" = T1, — ACov (¥P) A"
Die Kovarianzmatrix von Y wiederum errechnet sich als
Cov (Y.]) = Cov (HP X + ZP) = Cov (HP X)) + Nol,.

Die Kovarianzmatrix aus dieser Formel errechnet sich koordinatenweise

Cov (HDXD = Cov <Z ijl zl’ zk:m m > - ]kZVar zyl

t

m=1
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wobei gilt

Var (HDXP) = B (HLXPHDXY) — B (HLXP) B (HEXE)

=0

~ & (juxE’) =& (B & (jxp ) = 22

Jeweiliges Binsetzen in die Gleichungen liefert dann insgesamt
H(XP | YP,HP) < logdet (ne Cov (X — AYP))
= log det <7Te ( — ACov (YP) 4* > )
= log det (We ( A (Cov (H;XP) + NoI,) A*>>
(We ( A(Pa2I, + Nol,) A° ))
— log det < ( I — (Po} + No) AA*))

Man wéihle die Matrix A jetzt speziell
P2 /t2 R . 1
A= /m”f{?* Cov (HPXP +YP) *.
Damit folgt

H (XD YD ”HD)
P P p DD . vD\ ' 4D
< log det (7T€ <7It — t_QHZ *Cov (7—[@ Xy +Y; ) H, >> , (5.12)
und somit auch

H(xP | yP #AP)

P P2 R . -1 . ~
<E <logdet (ﬂe <?It - t—QHZD* Cov (HZDXZD +XZD> HZD)> ‘ HZD>
=E (log det (me@) | 7:[ZD)
mit

P P2 [P . o
Q= T1— Toape (Yapap+ pott, + ot ) P,

Nochmaliges Anwenden des Erwartungswertes ergibt

H (XD |yP ”HD) < E (log det (eQ)) .
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Nach dem “Matrix Inversion Lemma” 5.7 ist

ot e [ P DD P_r-p)\ 'n
Q 1251@—%? (—77{?%? —PU%IT—NOIML?HZ-DH?) HP

t 1

= I+ ——HP*HP.
t+PO'}2L+N0HZ Hz

P
Somit ergibt sich

I(YD pe HD § E ( logdet (7T€ log det 7reQ)>

(v () -

(e (=21 + e (L))
E(logdet< Q- 1))

(S CR————)

PO‘h +N0)

@*I“U °F|"U

E

P
t

E

P PN
—F [logdet [ I, + —— #PaP* | |,
<Og € < +t(PO'f2L+NO) 7 7 >>

und fiir die Kapazitét damit nach Korollar 5.5

1 &
Cz > 1(vPixP | #p)

i=1

QAL P
> —Y E[logdet | I, + ———HPHP* ] .
= NZ <0g (§) ( +t(PO'}2L+N0) 7 ) ))

=1

g

Auch hier weicht das Ergebnis leicht vom Ergebnis in [3] ab, wo die Sum-
me zusammengefasst wird. Diese Zusammenfassung der Summe ist jedoch nur
moglich, falls 7-1? 7-2?* unabhéngig von ¢ ist, was im Allgemeinen jedoch nicht
der Fall ist.

Bemerkung 5.9. Zur Wahl der Matriz A ist zu bemerken, dass nach Bemer-
kung 6.3

A = Cov (K?vXZD) Cov (XZD)_l

moglicherweise eine gute Wahl wire. Dass dies hier nicht der Fall ist, wird er-
sichtlich, wenn man beachtet, dass (vergleiche Beweis zu Satz 6.2, insbesondere
(6.2)) Cov (XZD, XZD) = 0 gilt, woraus lediglich die triviale Schranke C > 0 folgt.
Die Wahl von A erfolgt lediglich aus rechentechnischen Griinden. Es ist nicht
auszuschlieffen, dass es eine bessere Wahl fiir A gibt, die ein besseres Ergebnis
liefert.
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Satz 5.10. Fir den obigen P-CSI Kanal gilt

L(yP;xP | #P)

Po? 1 ~pm o~
<rE|[lo A +E (10 det (I + —HDHD*>> )
= < g <0'}2LXZD*XZD+tNO>> g T 0—}21 7 1

Beweis. Die Synentropie lédsst sich umschreiben zu
L(YPixP | #P) =u (YP | #P) 1 (xP | xPAP).
Fiir den ersten Summanden folgt

H (ZZD | 7:[ZD) < log det <7reCov (XZD \ 7:[{3)) ,

wobei )
. P .- P
Cov (L-D |HP) = —RPHP + %IT + Nol,.
Fiir den zweiten Summanden ist zunéchst zu beachten, dass die zugehorige
bedingte Verteilung nach dem Beweis von Satz 5.4 SCN ist mit

YP | XP P ~ SON (APH] APCEAP" + NoT, )
Damit ist
Cov (YP | xP,#P)

=APE (2P -7 (HP - 1)

i ) | ’H?,L-D) AP* 4 NI,
(0 ) (0 - 7) xP) 2020 )
=B ((¥P -#PXP) (YP -#PXP) | AP, xP)

U/% Dx v D
= 711‘ X I + Nol,.

Damit folgt fiir die Synentropie
A ~ 2
det <7re (?HZDHZD* + %Ir + NOIT)>

det (7re (?K@'D*XZ‘DIT + NOIT))

=E <log det (?7‘1?7‘1?* + (PTU}QL T NO> Ir> <0'}2LXZ‘D*£2‘D + tNO—”))
=E <log det <U,21XZD*£D " tNO?AlZD?AlZD* + J%X?*Z.D}QL + tNOL">>
B (log (gDPgD . tNO)’”det (inHD ¥ z))

Po? 1 apm -
—rE|[lo h +E(lo det <—?{D7{D*+I>).
( g (U}QLXZD*XZL)"i_tNO)) g 0-}21 1 1 r

L(xP:xP | #P) <E | log
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U
Das folgende Korollar ist nicht in [3] enthalten.
Korollar 5.11. Fir den obigen P-CSI Kanal gilt
Np 2
1 Po 1 ~po~
C< N Z <rlog <t—N:) +E (logdet <Ir + U—?HF’H?*)))
i=1
Beweis. Esist XP*XP >0, damit folgt
Po? Po?
E|lo L < h>
( g( gx?*X?thNO)) = g<tNo
Mit Satz 5.10 folgt die Behauptung. O

Die Ergebnisse iiber die Kanalkapazitéit werden noch einmal zusammengefasst
in dem folgenden

Korollar 5.12. Fir den obigen P-CSI Kanal gilt

1 &2 P
=N "E(logdet | I, + —————<HPHP* | | <C
v (( PN ))

h
ND 2
1 PO_h 1 DAy Dx*
< N iE_l (rlog (m) +E (1ogdet <L~ + J_}QL,HZ /HZ >>>

5.4. Weitere Optimierungsansitze

Um die Kanalkapazitdt zu verbessern, ist es moglich, das Verhalt-
nis von Test- zu Datensymbolen zu verdndern. Im bisherigen Modell
aus [3] erfordert dies die &uBerst aufwindige Berechnung der 7:[ZD =
EMP | XxT],... . X},.Y],....Y},),i=1,...,Np, die durch die Anzahl der
Testsymbole indirekt beeinflusst werden. In [8] wird ein MIMO-Kanal mit Syn-
chronised Detection daher anders als in dieser Arbeit modelliert, um dieses
Problem abzuschwéiichen. Es wird davon ausgegangen, dass die Kanalmatrix
‘H zufillig ausgewiirfelt wird, und dann iiber N Zeiteinheiten konstant bleibt.
Uber diesen konstanten Kanal werden hintereinander die Test- und Datensym-
bole mit unterschiedlichen Leistungszuweisungen iibertragen.

Dieses System wird ebenfalls durch einen Test- und einen Datenkanal model-
liert, wobei der Testkanal durch

Vo= ,/pTT%XT+ZT

mit X7 € C*Nt den Testsymbolen nebeneinander, Y7 € C™*M den Out-
putsymbolen nebeneinander und Z7 € C"™*M7 den additiven Stérungen ne-
beneinander, jeweils in einer Matrix zusammengefasst, definiert ist. Der Wert
pr bezeichne die SNR (Signal to Noise Ratio), die hier angegeben wird, weil
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wéahrend der Trainingsphase und der Dateniibertragungsphase mit unterschied-
licher Leistung gesendet wird. Analog modelliert man den Datenkanal durch

VP = [ ER AP + 2P

Im Paper wird fiir das Modell eine untere Schranke dhnlich wie in diesem Ka-
pitel ermittelt. Diese wird in Abhéngigkeit von den gewéhlten Testsymbolen,
der Leistungszuweisung sowie dem Verhéltnis von Test- zu Datensymbolen ma-
ximiert. Im Synchronised Detection Modell, wie es in den vorigen Abschnitten
eingefiihrt wurde, sind die ersten beiden Optimierungstechniken nicht sinnvoll,
da in der Realitiit die Test- und Datensymbole bei der Ubertragung durch In-
terleaving derart durcheinander gemischt sind, dass sie weder mit unterschied-
lichen Leistungszuweisungen iibertragen werden kénnen, noch die Struktur der
Testsymbole bei der Ubertragung erhalten bleibt und analysiert werden kénnte.

Es bleibt die Optimierung des Verhiltnisses von Test- zu Datensymbolen. Der
Ansatz aus [8] ist problematisch. In dieser Arbeit wird eine untere Schranke der
Kapazitidt der Form

N,
c> WDElog(l—l—p)\)

gefolgert, wobei p := p(r,t, Np) die optimale Leistungszuweisung ist, und \ ein
Eigenwert der Matrix (1/07t) HP HP*. Dieser Ausdruck wird nach Np abge-
leitet. Dabei hingt die optimale Leistungszuweisung p von Np ab, aber insbe-
sondere auch die geschétzte Kanalmatrix, und damit auch ihre Eigenwerte, die
bei wachsendem Np eine bessere Qualitit haben. Die Autoren beachten dies
in ihrem Paper nicht, wodurch ihnen die innere Ableitung des A fehlt. Es ist
unbekannt, ob sich H? oder X iiberhaupt geschlossen in Abhéingigkeit von Np
darstellen lassen.



KAPITEL 6

Senderseitig partiell bekannte Kanéile

6.1. Modellierung von senderseitigem P-CSI

Die bisherigen Kapitel, ausgenommen Abschnitt 4.1, differenzierten nur zwi-
schen der Kenntnis der Kanalinformation an der Empfangerseite. In diesem
Kapitel wird der Fall betrachtet, dass schon senderseitig die Kanalinformation
partiell bekannt ist, und empfangerseitig kein zusétzliches Wissen iiber den Ka-
nal erlangt wird. Das ldsst sich dadurch modellieren, dass die Kanalmatrix A in
einen konstanten Teil H, der z.B. durch Kanalschitzung bekannt ist, sowie einen
zufilligen Fehler H zerfillt. Bei der Bestimmung von Kapazititsschranken ei-
nes Kanals mit senderseitigem P-CSI tauchen viele Parallelen zur Synchronised
Detection auf. Insbesondere der direkte Vergleich der Schranken wird sich als
interessant erweisen. In diesem Kapitel werden diese beiden Kanalmodelle an
zwei Beispielen konkret verglichen. Eine allgemeinere Gegeniiberstellung findet
sich im nachfolgenden Kapitel 7. Das Modell in diesem Kapitel basiert auf einem
Kanalmodell aus [13]. Die Ergebnisse werden erweitert, Unklarheiten aus dem
Paper beseitigt, Grenzwertbetrachtungen gemacht, sowie aus den Abschétzun-
gen der Synentropie auch eine obere Schranke fiir die Kanalkapazitit gefolgert.
Anhand einiger Beispiele werden die obere und die untere Schranke in geschlos-
sener Darstellung ausgerechnet.

Modell 6.1. Es seien r,t € N und H € C"™*t mit
H="H+H,
wobei H € C™* fest und H € C™*t eine Zufallsmatriz, wobei fir jeden Eintrag
H;; ~SCN (0,57)
gelte. Die einzelnen Eintrige seien dabei stochastisch unabhdingig. Es sei Z € C"

mit
Z ~SCN (0, Nol,)

fiir fir ein No > 0 unabhdngig von dem oben definierten H. Seien P > 0 und
X € C! unabhingig von H und Z. Weiterhin sei

E(X*X) < P.

Der Outputvektor ist definiert als
Y:=HX+Z=HX+HX+Z

Die im Modell verwendeten Symbole sind in Tabelle 6.1 zusammengefasst.
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TABELLE 6.1. Interpretation der Symbole im senderseitigen P-
CSI MIMO-Modell

Mathematische Definition || Definition

reN Empfangsantennen (receive)
teN Sendeantennen (transmit)
P>0 Leistungsbeschrankung

XecCt Inputvektor

YeC Outputvektor

ZeCr additive Storung

H e Crxt Kanalmatrix

H e Crxt Konstanter Teil der Kanalmatrix
H et Zufilliger Teil der Kanalmatrix
G2 >0 Fading-Varianz

No >0 Varianz der additiven Stérung

Technische Realisierung:

Man legt diesem Modell ein Modell mit Synchronised Detection zugrunde. Den
Schitzer HP fiir die Kanalmatrix H sendet der Empfinger iiber einen Feedback-
Kanal zuriick zum Sender. Durch weitere Storungen erhélt der Sender die Ma-
trix H. Dabei geht man davon aus, dass der Fehler # = H — H ebenfalls wieder
SCN-verteilt ist. Auf eine Modellierung mit Synchronised Detection im selben
Modell wird in dieser Arbeit verzichtet, ebenso wie auf die Modellierung des
Feedback-Kanals. Eine Veranschaulichung des Modells findet sich in Abbildung
6.1. Dabei ist noch zu beachten, dass die zusétzlichen Stérungen beim Feedback
im hier verwendeten Modell keine Rolle spielen, sondern vernachléssigt werden.
Fiir die Varianz 6}% ist zu beachten, dass

gilt, wobei 6}% die Varianz der Komponenten der geschétzten Matrix HD ist.
Insbesondere gilt in der Realitédt daher in der Regel 5,21 < O'}QL. Weiterhin ist zu
beachten, dass in der Realitit die Qualitdt der Schétzmatrix HP unter anderem
von der Stédrke der additiven Stérung abhéngt, und damit die Restvarianz 5,21
nicht unabhéngig von der Varianz Ny des Rauschens ist. Im Modell wird diese
Abhingigkeitsstruktur vernachlissigt, und die beiden Zufallselemente H und Z
als unabhéngig vorausgesetzt.

6.2. Bestimmung einiger Kapazititsschranken

Man geht davon aus, dass H sowohl beim Sender als auch beim Empfinger be-
kannt ist, H jedoch weder beim Sender noch beim Empfiinger. Die Ausgabe des
Kanals ist daher lediglich das Y. Die Synentropie des Kanals ist daher gegeben
durch I (X;Y). Die Maximierung dieses Ausdrucks ist ein offenes Problem. Es
lassen sich jedoch sowohl obere als auch untere Schranken angeben. Eine untere
Schranke fiir die Kapazitdt wird im folgenden Satz angegeben:
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ABBILDUNG 6.1. Ubertragungsmodell eines senderseitigen P-
CSI MIMO-Kanals

Synchronised Detection

X X b —— Y
1 | A
| [

H A

H - Feedback

I

weitere Storungen
Satz 6.2. Fir den obigen senderseitigen P-CSI-Kanal aus Modell 6.1 gilt

C>logdet (I + ——— 717 | .
=08 ae < +t(Pa,§+NO)HH>

Beweis. Da die Kapazitit die Maximierung iiber alle Inputverteilungen be-
deutet, kann eine untere Schranke durch Festhalten einer bestimmten Inputver-
teilung gefunden werden. Sei also

P
Dann weifl man schon, dass
P P
H (X) = log det (%IO = tlog (”i > (6.1)

ist. Auflerdem gilt analog zum Beweis von Satz 5.8

HX|Y)=H(X-AY |Y) <H(X — AY) < logdet (me Cov (X — AY))
fiir beliebige Matrizen A € C'*". Man wihle nun speziell
A= Cov (X,Y) Cov (Y)!

und erhalte die folgende Darstellung

A= Cov (X,Y) Cov (¥) " = Cov (X, HX + HX + Z) Cov (V)"

= (Cov (X, HX) + Cov (X, X)) Cov ()"
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Komponentenweise gilt

Cov (g, 715) = Cov (X (ﬁg)j) — Cov <th: Z jkxk> (6.2)

Cov (XZ, I’irka) = Cov (Xu gji

Il
Mﬁ

I
=2 = 0§

X
& X; —BX;) (B;:X: — EHEX;))
(X ) EX2EHj; =0,
damit folgt

A= Cov (X, 7X) (Cov (HX) + Cov (RX) + Nol,)

Unter Zuhilfenahme der beiden Formeln

_ _ _ P_
Cov (HX) =H Cov (X)H* = ?’H’H*
und
1 / /% P ) /%
Cov (X,"HX) =Cov(X)H" = ?"H
gilt
P - P_ -1
A=Lqr <Cov (%g) FOHH 4 N01r> ,
t t
und damit

Cov (X —AY)=CovX —ACov (Y)A* =

P
t

-1

P?__, - P__. _
Ii— <00v (Hg) + —HH +N01r> 7.

Nach Anwendung des Matrix Inversion Lemma 5.7 in umgekehrter Richtung
folgt

t _ N -1 _
Cov (X — AY) ™ = ST + A (Cov (AX) + NoI,) .
Damit gilt fiir die bedingte Entropie

H(X |Y) <H(X - AY) <logdet (me Cov (X — AY))

—log det (é <%It + H* (Cov (7:[&) + NOIT> - 7-[)) . (6.3)
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Damit folgt fiir die Synentropie insgesamt mit (6.1) und (6.3)
[(X;Y)=H(X)-H(X|Y)

P
> log det <%It)
1t - -1 _
flogdet (— (LI, +H (Cov (HK) + NOL,> H
me \ P
P _ . -1 _
— log det <It + A (Cov (HX) + NOL,> 7—L>
P - -1 _ _
— log det <IT +5 (Cov (HX) n Nol,n) ”H’H) .
Die Kovarianzmatrix errechnet sich komponentenweise

t t t
Cov (7‘2&) = Cov <Z ffika, Zﬁlel> = 5@']’ ZV&I (ﬁszk>,
" k=1 =1

k=1
wobei gilt

2 P52
) B(1xP) = =

=0

~ 2 ~
=E (‘Hka‘ ) =E (‘Hm
I(X;Y) > logdet <L~ + ? (Cov (ﬁK) + NoL«) -1 7-[7-[*>

p o
—logdet I, + ———HH
o8¢ ( T (Par + o) )

Damit gilt

und somit auch

P L
C > logdet | I + ———HH* | |
= osde ( T (Par o) )

Bemerkung 6.3. Im Beweis wird die Matriz A gewdhlt als
A= Cov (X,Y)Cov(Y)™".

Es stellt sich hier die Frage, wie gut diese Wahl des A ist, da keinerlei Fin-
schrinkung fir die Wahl gemacht wurde. Fiir die Abschdtzung nach oben mdochte
man den Vektor X — AY mdglichst klein halten. Da EX = EY = 0 gilt, folgt
fir die bedingte Erwartung nach Satz 2.19, dass

AY =Cov (X,Y)Y =E(X |Y)
gilt. Somit sieht man, dass die Wahl von A in der Tat gut ist. Dass diese

Strategie zur Wahl von A micht die beste sein muss, kann man am Beweis von
Satz 5.8 und Bemerkung 5.9 sehen.
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Vergleicht man dieses Ergebnis direkt mit dem Ergebnis aus Satz 5.8 fiir eine
untere Schranke der Kapazitéit

AL P oD
=3B (logdet [ I, + ———5——HPHP*
N3 <0g e( +t(PJf2L+N0) ))

im Synchronised Detection Modell, sieht man, dass die Summe bei von 7 un-
habhéngigen %ZD %ZD * zusammengefasst werden kann zu

ND P "1 DAy Dx*
—Z E | logdet | [, + ——=—5——<HH,; ,
N <Og ¢ ( +t(Pa%LJrNO) ))

und die untere Schranke bis auf den Faktor Np/N gleich ist. Weiterhin ist zu
beachten, dass im senderseitigen P-CSI-Modell in der Realitéit ebenfalls Test-
symbole vorangeschickt werden, um den konstanten Teil der Kanalmatrix zu
bestimmen, die die Kapazitit dieses Kanals um den Faktor Np/N verringern.
Im Modell in diesem Kapitel ist vorausgesetzt, dass die Kanalschétzung und das
Feedback der geschitzten Kanalmatrix zum Zeitpunkt der Ubertragung bereits
geschehen sind und keinen Einfluss auf die Kapazitdt ausiiben. Des Weiteren
wurden zur Bestimmung der unteren Schranke sowohl im senderseitigen P-CSI-
Modell als auch im Synchronised Detection Modell jeweils die Inputvektoren auf
der gleichen Inputverteilung festgehalten namlich symmetrisch komplex nor-
malverteilt mit Parametern (O, 71 ) Das heif3t, dass der entscheidende Faktor
hier das J,21 ist, das in beiden Modellen unterschiedlich ist. Wahrend im Syn-
chronised Detection Modell diese Varianz die der gesamten Kanalmatrix ist, ist
beim senderseitigen P-CSI 5,% die Varianz der Fehlermatrix, die in der Regel
deutlich kleiner ist, je nach Giite der Kanalschétzung. Man sieht, dass die unte-
re Kapazitétsschranke im senderseitigen P-CSI dadurch deutlich gréfler werden
kann als bei Synchronised Detection.

Beispiel 6.4. Gegeben sei der obige Kanal mit der unteren Kapazitdtsschranke
aus Satz 6.2. Seir:=1 und t >> 0. Man nehme an, dass die Summe

¢
= N2 o~ (F \2
3 (9% (Hy)? + 9m (Hy,) ) ~ gt
=1
ungefdahr linear in t sei. Dann vereinfacht sich die Kapazitdtsschranke zu

P o
C > logdet 1+ ———HH'
= oee < T (Par o) )

P ! _
= log <1 + m ZH11H11>

t
o F )2
= log <1+ i ;2L+N0 Z(%e Hy;) —i—Jm(le‘) ))

=1
Pq
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Man erkennt, dass die rechte Seite unabhdngig von t ist, und damit auch ins-
besondere

P _ Pq
lim logdet 1+ ———a——HH* | =log [ 1+ ——5 0
10, 08 € ( t (P57 + No) ) Og< (P52+NO)>

gilt.

Falls man in diesem Beispiel annimmt, dass die Leistungsbeschrinkung P
abhingig von der Anzahlt der Sendeantennen ist, etwa P := P (t) := tc, ergibt
sich die Rechnung

C > log (1 + t(twg—CHVO) > (me (H1,)? + Jm (Hh-)2>>

=1
cqt
~ 1 1+—.
°8 < a2 +N0)

Damit ergibt sich fiir den Grenzwert

P oy q
lim logdet | 1+ ———HH" | =1 1+ =
g, log de ( T Pe T No) ) Og( +a,’§>
Beispiel 6.5. Seinunt :=1 undr >> 0, und man nehme an, dass die Summe

Z (%e (le’)2 +Jm (le’)2) ~qr
i=1

ungefdhr linear in r sei. Damit vereinfacht sich die Schranke zu

C>logdet (I, + ——
= 108 Ce <T+P5,3+NO

= log det <It + ﬁiH*H>
P =

— 2 ~ — 2
= log det <1+m; (%8 (le) +Jm (le) ))

Pqr
rRlog (1+ 5| -
PO‘h + NO
Fiir den Grenzwert in r erhdlt man somit

. P
lim log det (IT + 52

————HH" ) =
r—00 O_h +NO ) (e.e]

Um eine obere Schranke der Kapazitit zu finden, betrachtet man zunéchst die
Synentropie und schétzt diese nach oben ab.
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Satz 6.6. Fir den obigen senderseitigen P-CSI-Kanal aus Modell 6.1 gilt

~9 t
1(X;Y) < logdet L i cov (X)H* + ﬂZVar (Xp)+1]) 1] .
No No =

Beweis. Mit Anwendung von Satz 2.14 und analogen Schlussfolgerungen wie
im Beweis von Satz 4.16 erhélt man

HXY) <TG Y [H) =By (H(Y) -H(2))
=Ey (H(Y) — logdet (meNylI,)) .

Dieser Ausdruck bleibt zu maximieren. Die Entropie H (Y) wird maximal, wenn
Y ~ SCN(0,Cov (Y)) . In diesem Fall ist

H(Y) = logdet (me Cov (Y)) .

Dann ist wegen der Konvexitéit der Logarithmusfunktion und der Linearitét der
Determinante

Ex (H(Y)) = Ex (logdet (me Cov (Y)))
< log (Ey (det (me Cov (HX + Z))))
(Eg (det (me (H Cov (X) H* + Nol.))))

= log (EH (det (7‘1’6 ((7-_1 + ’H) Cov (X) (7—[ + ’H) + NOIT)>))
= log det (7re (7—2 Cov(X)H*+E (7—2 Cov (X) 7:[*) + NOIT)) .

= log

Komponentenweise gilt

(E (72 Cov (X) ﬁ*))w =E <Zt: Zt: H;; Cov (X}, X}, fIﬂc)
ke

und damit folgt insgesamt

H(Y) <logdet <7re <7—[ Cov (X)H* + (NhZVar (Xk) —|—N0> Ir>> .

Damit folgt fiir die Synentropie insgesamt

1 _—_
I(X;Y) <logdet (FOHCOV (X)H* + <F ZVar(Xk) + 1) Ir> .
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Dieses Ergebnis aus [13] ist nicht unabh#ngig von der Inputverteilung, daher
liefert es an sich noch keine Abschétzung fiir dir Kanalkapazitéit. An dieser Stelle
ist es interessant zu ergriinden, ob es moglich ist, durch geschicktes Abschétzen
die Inputverteilung zu eliminieren und gleichzeitig die obere Schranke nicht zu
grofl zu machen. Ein Versuch dazu findet sich im folgenden

Satz 6.7. Fir den obigen senderseitigen P-CSI-Kanal aus Modell 6.1 gilt

C< 1 1
- Z o8 No b
wobei

HE e = masc { | Hal* [ 1=1,.... 1}
und

i, = zwfm S il

k=I+1

Beweis. Nach der Hadamard-Ungleichung 4.5 gilt

~9 t
_ . o,
det < OHCOV( )H" + <F0 ;Var (Xk) + 1> IT>

Pl A _ 9 ot
<H FZ; Hy Cov (X, X3.) Hir +J(’V—Z;Var(xk)+1
t B B 5_2 t
< ; \Hu‘!COV(leXk)’|Hik|+ﬁ};;\7&f(){k>+1>

M“
AR

< H; | |Cov (X, Xx)| | H; &iP 1
H No | H| |Cov (X, Xi)| | zk|+N +

=

ey
??‘

=1

Zur Abschitzung der |Cov (X, X})| ist zu beachten, dass fiir die Korrelations-
koeffizienten nach Satz 2.7 gilt

|Cov (X}, X3)| < \/Var (ReX;) Var (ReX},) + \/Var (ReX;) Var (JmX)
+ /(Var JmX;) Var (ReX},) + \/Var (JmX;) Var (JmX}).
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Mit dieser Abschitzung folgt

D> [Ha] [Cov (X, X i

t
=1 k=1

t t
<23 Y /Var (ReX;) Var (ReXy) ‘ﬁlﬁk
=1 k=Il+1

t t
+23° 3 V/Var (ReX)) Var (GmX;,) ‘Hlﬁk
=1 k=l+1

t ot
+9 Z Z /Var (JmX;) Var (ReX},) ‘guﬁik
1=1 k=I+1

tt
+92 Z Z /Var (JmX;) Var (JmX},) ‘Hilgik
1=1 k=I+1

2

)

¢
+ Z Var (X) ‘Hil
=1

und damit auch

t t
Z Z‘Hﬂ‘ ‘COV (Xlan)’ ‘ﬁzk

=1 k=1

t t
<2) " /Var (ReX)) Var (ReXy,) | Hy |
=1 k=Il+1

t t
+2) > /Var (ReX)) Var (ReX},) | Hy Hi |
=1 k=Il+1

t t
+2) > /Var (ReX)) Var (JmX;,) |Hy Hi |
=1 k=Il+1

t t
+2) > /Var (ReX)) Var (JmXy,) |HyHix| + PH 0
=1 k=Il+1
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Mit zweimaliger Anwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt die
Abschitzung

t
> VVar (ReX)) Var (ReXy) | Hi Hi (6.4)
=1 k;*l—i—l

_Zm|ml| Z v/ Var (ReXy) [Hir|

k=l+1

<Z\/W|H”| Z Var (ReXy) Z ‘sz|

k=Il+1 k=I+1

Var (ReX)) > |Hyl” Y Var (eXy) > |HE
=1

k=I+1 k=Il+1

IN
Mﬁ H

Il
—

IN
M“ =

%eXl Z‘Hﬂ‘ Z ZQk‘Q

=1 k=Il+1
Durch analoge Rechnungen ergeben sich
t t
Z > /Var (ReX)) Var (JmXy,) |Hy Hig | (6.5)
I=1 k=Il+1
t
Z\/Var (ReX)) Var (JmX;) Z|Hll| Z | Hir |,
=1 k=l+1
> ) V/Var (mX)) Var (ReX},) | H Hi| (6.6)
=1 k=Il+1
t
<> /Var (ReX)) Var (Jm X)) Z\Hll\ Z | Hiy,|”
=1 k=Il+1
und
t t
Z > V/Var (JmX;) Var (ImXy) | Hi Hi| (6.7)
=1 k=I+1
t t ) t )
gZVar(Jle) Z\Hzl\ Z | Hig |
=1 =1 k=Il+1

Man erkennt, dass die beiden mittleren Summanden (6.5) und (6.6) die gleiche
obere Schranke haben, sowie dass fiir die Summe des ersten (6.4) und letzten
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Summanden (6.7)

t t
> (\/Var (ReX;) Var (ReXp) + /Var (JmX;) Var (Jka)) | Fy Ho |
=1 k=Il+1

t t t
Var (ReX) + > Var (Jle)> H; = (Z Var (Xl)> H; < PH;
=1

=1 =1

gilt.

Um die beiden mittleren Summanden (6.5) und (6.6) abzuschétzen, betrachtet
man zundchst die binomische Formel

0< <\/Var (MeX;) — \/Var (Jlqu))2

= Var (ReX;) — 2+/Var (ReX;)/Var (JmX;) + Var (JmX;)

firallel =1,...,t

Damit erhalt man

2/ Var (ReX;) Var (JmX;) < Var (ReX;) + Var (JmX;),

und somit fiir die Summe der mittleren Summanden (6.5) und (6.6)

>3 (\/Var (MeX)) Var (3mXp) + \/Var (3mX,) Var (zmxk)) ‘Hilffik
=1 k=Il+1

< 22\/Var ReX;) Var (JmX;)H;

t
<) (Var (ReX;) + Var (JmX)))H; < PH;
=1

Damit ergibt sich die Abschitzung der Determinante

det(NiO?_lCOV( (N Z r (Xy) +1>I>

k=1
r (P (4H; + B, +5})
<

- N,
i=1 0

+1
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Somit hat man fiir die Synentropie

1 - 52 &
. < . h
I(X;Y) <logdet <NO7-[COV( ( 05 r(Xg) +1>I>

k
r P<4H +H22mam+0h>

<log
i=1 No
r P (4H; + H2,,,, + 5%)
= log N +1

g

Im Gegensatz zu den unteren Kapazitédtsschranken im Synchronised Detection
Modell 5.1 und diesem, die dhnlich aussehen, weicht die obere Schranke sehr
von der aus Korollar 5.11 ab. Aus den gleichen Uberlegungen wie vorher kann
man die obere Schranke des Synchronised Detection Modells vereinfachen zu

P 2
rlog<]$0>—|—logdet( + 7—[7—[)
h

Zunéchst kann man die beiden Schranken direkt an einigen einfachen Beispielen
vergleichen.

Beispiel 6.8. Seienr =t =: n und H := I,,. Fiir die Schranke im Synchronised
Detection Modell folgt dann

P02 1
C <nl log det —1I,
vtos (552 ) +towcer 1+ 1)

g (F71) 41 IR
=nlo (o) —
AT & o2
Po? 1
—nlog (221 ) 4 nlog (14 —
nog(nN0>+n og( +0}21>

nNO

Im senderseitig partiell bekannten Modell hingegen gilt

P (4H; + H2,,,, + 5}
C< Z log N +1

~2

Ny

Man kann erkennen, dass die zweite Schranke in der Regel etwas grofler ist.
Dieses Ergebnis war anzunehmen, da durch das Feedback eine Vergriflerung
der Kapazitit angestrebt wurde. Ob dies tatsdchlich ereicht wurde, ist durch
diese Beispiele jedoch nicht beweisbar. Zu beachten ist aufSerdem noch, dass im
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Fall einer einzelnen Sende- und Empfangsantenne (SISO) n = 1 gilt, und bei
sehr guter Kanalschitzung die Varianz des Fehlers &,% im senderseitigen P-CSI
Modell sehr klein wird. So ist es durchaus mdglich, dass die obere Schranke in
diesem Modell sogar etwas kleiner wird als im Synchronised Detection Modell.
Dies ist genau der Fall, wenn &i < U}zl — Nyo/P gilt, sofern die rechte Seite

positiv bleibt.

Beispiel 6.9. Sei H := 1,y;. Zur Berechnung der Schranken bendtigt man noch
die Detrminante der Matriz I, + (1/0}%) Lrxelig, = I + (t/O'Q) 1,%,. Durch
Induktion folgt

t t t
s o7 o7
t
t o2
det <IT + —21rw> = det h
o, : _t
o
t t t
o 2 1t/
t t t
Ltor o2 o
-1 1 0 0
= det 0
- 0
0 0o -1 1
TXT
_t _t
o7 =
-1 1 0 0
t
=1+ — +det| o
O'h ]
0 0 1 1 (r—1)x(r—1)
_t _t
> >
-1 1 0 0
t t
=1+ —+ =+ det | 0
On  Op
0
0 0 1 1 (r—2)x(r—2)
rt
h

Damit erhdlt man fiir die obere Schranke im Fall von Synchronised Detection

PO‘% t PJ,21 rt
C <rlog (ﬁ) + log det (Ir + U—}zllrw) = rlog (m +log 1+ 0_121 .
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Im Full des senderseitig partiell bekannten Kanals hat man, wenn man beachtet,

dass Hy = \/(t (t — 1)) /2 und H},,,, =1 gilt,
P(2\/2t(t—1)+1+5,21>

C <rlog N +1
Dann gilt
Po? » P (22— 1) +1+63)
rlog | —" ) +log |1+ — | <rlog +1
0 o No

genau dann, wenn
2
t N
%(/HT—Q <221 +1+5;+ -
o
h

Durch den letzten Summanden kann die rechte Seite beliebig groff werden. Da er
auf jeden Fall grofier als Null ist, kann man ihn vernachldssigen. In der Realitit
hdtte eine Erhohung von Ny eine Verschlechterung der Kanalschdtzung, und
damit eine gleichzeitige Erhohung von 6,21 zur Folge, da dies aber ebenfalls die
rechte Seite vergrdflert, und 6,21 auch nicht gréfler werden kann als 0,21, wird
dieser Effekt hier nicht weiter beachtet.

Im Fall, dass r =t =:n =1 und 6,21 = Ji gilt, unterscheiden sich die beiden
Seiten nur durch den Summanden Ny/P. Bei wachsenden n wird die linke Seite
kleiner, sowie die rechte Seite grofier. Wenn allerdings &i kleiner wird, wird
auch die rechte Seite kleiner. Damit ist auch in diesem Beispiel eine Mdoglichkeit
gefunden, wo die obere Schranke im senderseitigen P-CSI kleiner ist als bei
Synchronised Detection.






KAPITEL 7

Simulationen

In den vorigen Kapiteln wurden insgesamt vier Modelle behandelt:

Die Kanalmatrix ist fest (d.h. senderseitig vollstdndig bekannt),
zuféllig (d.h. empféngerseitig vollstindig bekannt),

Synchronised Detection (d.h. die Kanalmatrix ist empfiangerseitig par-
tiell bekannt),

und schliefllich ein senderseitig partiell bekannter Kanal.

Fiir diese Modelle wurden jeweils Ausdriicke fiir die Kapazitit hergeleitet bzw.
eine obere und eine untere Schranke gefunden.

Um diese Ergebnisse grafisch darzustellen und vergleichen zu kénnen, wurden
einige Simulationen durchgefiihrt. Der zugehorige Quellcode findet sich im An-
hang A. Das Szenario wird mit konstanter Anzahl Empfangsantennen r := 3
gewahlt, da hier die Determinantenberechnung noch nicht zu aufwéndig wird.
Die Leistungsbeschrankung wird gewéhlt als P := 10, und die Varianzen als
o7 := 1 und Ny := 1. Die Varianz 63 der Fehlermatrix H sei 1/10 der Vari-
anz der Kanalmatrix. Die Anzahl der Empfangsantennen ¢ lduft von 1 bis 15.
Fiir jedes t werden 10000 unabhéngige Kanalmatrizen erzeugt, die fiir jedes
Modell einheitlich verwendet werden, entweder als bekannte Kanalmatrix, als
geschitzte Kanalmatrix oder als unbekannte Kanalmatrix innerhalb des Erwar-
tungswertes. Als Basis der Logarithmen wird jeweils e gewihlt. Alle Ergebnisse
finden sich im Diagramm in Abbildung 7.1

Die blaue Linie bezeichnet die Kapazitit bei fester Kanalmatrix aus Kapitel
4.1, die griine Linie die Kapaazitéit bei zufélliger Kanalmatrix aus Abschnitt 4.2
Die schwarzen Linien sind die Kapazitéitsschranken von Synchronised Detection
aus Kapitel 5 und die roten Linien die Schranken von senderseitigem P-CSI aus
Kapitel 6.

Man sieht sofort, dass die Kapazitit bei fester Kanalmatrix wie erwartet we-
sentlich schneller wichst als bei zufilliger Kanalmatrix. Bei geringer Anzahl
von Sendeantennen ist jedoch kein grofler Unterschied feststellbar.

Weiterhin fallt auf, dass die obere Schranke des Synchronised Detection Modells
fiir grofe ¢ sich der Kapazitét bei zufilliger Kanalmatrix annéhert. D.h., dass in
diesem Fall die Kapazitit bei senderseitig partiell bekannter Kanalmatrix nicht
besser wird als bei vollstdndig bekannter Kanalmatrix.
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Verlauf der Kapazitat bei wachsendem t und konst. P

25

20

C (Bits/Zeiteinheit)
15

10

ABBILDUNG 7.1. Simulationsergebnisse fiir konstantes P

Bisher wurde davon ausgegangen, dass die Leistungsbeschriankung P un-
abhéngig von der Anzahl der Sendeantennen ¢ konstant ist. Es ist davon aus-
zugehen, dass in der Realitdt jede einzelne Sendeantenne die gleiche Leistung
besitzt, und die Leistungsbeschréinkung daher linear in ¢ ist. Wenn man in der
Simulation alle P durch Pt ersetzt, erhélt man das Diagramm in Abbildung
7.2, wo jede Sendeantenne mit Leistung P = 10 sendet.

Insgesamt erkennt man, dass eine Erhohung der Anzahl ¢t der Sendeantennen
eine wesentlich groflere Auswirkung auf die Kapazitdt hat, wenn ¢ klein ist, als
wenn t grof} ist, und zwar in jedem Modell.

Man kann erkennen, dass die Kapazitéit bei fester Kanalmatrix im Vergleich
zur zufilligen Kanalmatrix zwar bei wachsendem ¢ noch schneller wéchst, aber
nicht mehr so stark wie im vorigen Diagramm.

Die obere Schranke von Synchronised Detection wichst jetzt weitaus schneller
als alle anderen Werte.
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Verlauf der Kapazitat bei wachsendem t und konst. P/t

C (Bits/Zeiteinheit)
15 20 25

10

ABBILDUNG 7.2. Simulationsergebnisse fiir konstantes P/t

Intuitiv geht man davon aus, dass die Kapazitit von senderseitig partiell be-
kannten Kanélen nach oben durch die Kapazitit von senderseitig vollstandig
bekannten Kanélen beschriankt ist, da der Sender in diesem Fall weniger Kana-
linformation besitzt. Es ist unbekannt, ob sich diese Vermutung beweisen lésst.
Die in dieser Arbeit angegebene obere Schranke liegt jedenfalls in diesem Simu-
lationsszenario weit iiber der Kapazitit des senderseitig vollstéandig bekannten
Kanals.

Analog kann man vermuten, dass die Kapazitit des empfingerseitig vollstandig
bekannten Kanals eine obere Schranke fiir die Kapazitidt des empfingerseitig
partiell bekannten Kanals ist. Ob dies zutrifft, ist ebenfalls unbekannt. Die hier
angegebene obere Schranke ist bei konstantem P/t ebenfalls immer groer als
die Kapazitdat von empfingerseitig vollstindig bekannten Kanélen, nahert sich
bei wachsendem t aber an. Bei konstantem P werden die beiden Werte bei
t = 10 anndhernd gleich, bei ¢ > 10 bleibt dann die obere Schranke fiir die
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Legende

senderseitig vollstandig bekannt

empfangerseitig vollsténdig bekannt

senderseitig partiell bekannt (obere und untere Schranke)

ABBILDUNG 7.3. Legende

Kapazitdt von empfingerseitig partiell bekannten Kanélen ein wenig kleiner als
die Kapazitidt von empfiangerseitig vollstdndig bekannten Kanélen.

Die Simulation wurde mit dem Statistikprogramm R, programmiert [14].



KAPITEL 8

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wird zun#chst die Kapazitit von senderseitig vollstéindig be-
kannten MIMO-Kanélen bei fester sowie bei stochastischer Kanalmatrix ange-
geben. Im Falle der festen Kanalmatrix geschieht dies mit Hilfe von “Water-
Filling”, im Falle der zufalligen Kanalmatrix durch explizites Ausrechnen der
Synentropie, die durch einen Erwartungswert ausgedriickt wird. An einigen Bei-
spielen werden Grenzwertfille untersucht, wie die Kapazitit wéchst, wenn die
Anzahl der Sende- bzw. Empfangsantennen gegen Unendlich 1duft.

Danach wird das Synchronised Detection Modell behandelt. Zunéchst wird die-
ses Modell mathematisch modelliert; anschlieend gezeigt, dass die Synentropie
dieses Kanals nur noch von den geschétzten Kanalmatrizen und den Datensym-
bolen abhéngt. Daraus folgt, dass die Synentropie als Summe der komponen-
tenweisen Synentropien ausgedriickt werden kann. Durch komponentenweises
Ausrechnen kénnen also sowohl eine untere als auch eine obere Schranke der
Kanalkapazitit gefunden werden. Die untere Schranke erhélt man dabei, in-
dem die Inputverteilung als symmetrisch komplex normalverteilt festgehalten
wird und die Synentropie explizit ausgerechnet; die obere, indem zunéchst eine
Schranke fiir die Transinformation gefunden wird, aus der die Verteilung der
Inputsymbole noch eliminiert wird. Auch hier werden Grenzwertbetrachtungen
fiir wachsende Anzahl von Sende- bzw. Empfangsantennen gemacht. Auflerdem
wird die Verteilung der Kanalschétzer explizit angegeben.

Durch Feedback kann der Schétzer der Kanalmatrix zuriick zum Sender iibertra-
gen werden, der dann ebenfalls partielles Wissen iiber den Kanal besitzt. Dieses
System wird modelliert, sowie Schranken fiir die Kapazitéit angegeben. Wie bei
Synchronised Detection findet man die untere Schranke durch explizites Errech-
nen der Synentropie bei symmetrisch komplex normalverteilten Inputsymbolen,
und die obere Schranke durch Errechnen einer Schranke der Synentropie und
folgender Eliminierung der Inputverteilung. Anschliefend werden die Schran-
ken von Synchronised Detection und senderseitigem P-CSI an einigen Beispie-
len explizit verglichen, und gezeigt, dass je nach Rahmenbedingungen die obere
Schranke von Synchronised Detection sogar besser sein kann.

Die Arbeit schliefit ab mit Simulationen aller behandelten Modelle, entweder
durch explizite Berechnungen der eigentlichen Kapazitéiten oder der Schranken.

Im Paper [6] werden die wichtigsten offenen Probleme im Bereich der Kapa-
zitdtsbestimmung vom MIMO-Kanélen zusammengefasst, die hier auszugsweise
erlautert werden. Zum einen sei hier das Kovarianz-Feedback Modell genannt,
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bei dem vorausgesetzt wird, dass die Kanalmatrix mittelwertfrei ist, und in ei-
ne senderseitige und empfiangerseitige Kovarianzmatrix zerfillt. Dieses Modell
ist durch Feldversuche als hinreichend akkurat bestétigt worden, die Fading-
korrelationen in Mobilnetzen zu reprisentieren, jedoch ist fiir viele Szenarien
die Kapazitdt noch unbekannt. Als zweites seien die Félle genannt, in denen
senderseitig nichts iiber die Kanalmatrix bekannt sei, und empfingerseitig nur
die Verteilung der Kanalmatrix, nicht aber einzelne Komponenten. In solchen
Szenarien ist in fast allen Fillen die Bestimmung der Kapazitiat ungelost.

Weiterhin seien Mehrbenutzer MIMO Kanéle genannt, wo es wegen der hoheren
Komplexitit der Modelle weitaus mehr offene Probleme gibt als bei Einbenut-
zer MIMO Kanilen. Auch hier sei das Paper [6] genannt, in dem der aktuelle
Stand der Forschung zusammengefasst wird, und ungeléste Probleme gesam-
melt werden.



ANHANG A

Quellcode

Hier finden sich ein paar Ausziige des Quelltextes zu den Simulationsversuchen
mit einigen Erldauterungen.

Die Variablennamen entsprechen weitestgehend den Bezeichnungen aus der Ar-
beit. Die Anzahl der Sendeantennen ¢ variiert von 1 bis tmax.

# Empfangsantennen (nicht aendern wegen Determinantenberechnung!)
r <- 3

# Anzahl der Sendeantennen variabel bis tmax
tmax <- 15

# Varianz der Kanalmatrix

sigma <- 1

# Varianz des Rauschens

NO <- 1

# Varianz der Fehlermatrix

fsigma <- sigma/10

# Leistungsbeschraenkung

P <- 10
# Einheitsmatrix
I <- diag(r)

Die Kanalmatrix H wird jeweils mit stochastisch unabhéngigen normalverteil-
ten Eintragen gefiillt. Real- und Imaginérteil sind dabei jeweils wieder stochas-
tisch unabhéngig.

H <- matrix(nrow = r, ncol = t)
for (i in 1:r)

{
for (j in 1:t)
{
H[i,j] <- complex(real = rnorm(l, mean=0, sd=sigma),
imag = rnorm(1l, mean=0, sd=sigma))
}
}

HHstern <- H %x% Conj(t(H))

Die Simulation von senderseitig vollstindig bekannten Kanélen unterscheidet
sich von den weiteren Simulationen stark. Hier muss das 4 anhand von “Water-
Filling” bestimmt werden. Der Einfachheit halber geht das Programm davon
aus, dass spétestens nach dem zweiten Eigenwert das Water-Filling erreicht
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ist. Sollte es bis dahin noch nicht erreicht sein, gibt das Programm eine Feh-
lermeldung aus. Bei etwa 500000 zufillig gewdhlten Kanalmatrizen trat dieses
Problem genau ein mal auf. Somit kann man davon ausgehen, dass dieser Effekt
vernachléssigbar ist und fiir die Simulationsergebnisse keine Rolle spielt.

# Senderseitig vollstaendig bekannt
lambda <- eigen(HHstern)$values
my <- P/min(r,t)
for (i in 1:min(r,t))
{

my <- my + lambdali] "-1/min(r,t)
}
summe <- O
for (i in 1:min(r,t))
{

if (my>lambdali]~-1)

summe <- summe + (my - lambdal[i]~-1)

}
if (abs(P - summe) > fehler)
{

my <- P/(min(r,t)-1)

for (i in 1:(min(r,t)-1))

{

my <- my + lambdal[i]l~-1/(min(r,t)-1)

}

summe <- 0

for (i in 1:(min(r,t)-1))

{

if (my>lambdal[i]“~-1)
summe <- summe + (my - lambdal[i]~-1)

}

if (abs(P - summe) > fehler)

{

# Dieser Fall tritt so selten ein,
# dass er nicht beruecksichtigt wird.
cat("Fehler! Bitte starten
Sie die Simulation neu. \n")

}
summe <- 0
for (i in 1:min(r,t))

{
if (my>0)
if (log(my*lambdali], base=exp(1))>0)
summe <- summe + log(my*lambdal[i], base=exp(1))
}

sv[t] <- sv[t] + summe
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Die Programmierung der anderen Modelle geschieht vergleichsweise einfach. Bei
der Anzahl der Empfangsantennen r = 3 ergeben sich blofi Determinanten der
Dimension 3 zum berechnen, so dass die Programmierung keine Schwierigkeiten
darstellt. R besitzt zwar eine Funktion zur Berechnung von Determinanten,
da diese jedoch nur fiir reelle Matrizen funktioniert, lédsst sie sich fiir dieses
Programm nicht verwenden. Aus diesem Grund werden die Determinenten im
Programm mit der Sarrus-Regel berechnet. Als Beispiel findet sich hier die
Simulation des empfingerseitig vollstéindig bekannten Kanals.

# Empfaengerseitig vollstaendig bekannt

evmat <- I + P/t * HHstern

evdet <- evmat[1,1]*evmat[2,2]*evmat[3,3]
+ evmat[2, 1] *xevmat [3,2] *evmat[1,3]
+ evmat[1,2] xevmat[2, 3] *evmat[3,1]
- evmat[1,3]*evmat[2,2]*evmat[3,1]
- evmat[2,3] *evmat[3,2] *evmat[1,1]
- evmat[1,2] *evmat[2,1]*evmat[3, 3]

# Imaginaerteil = 0. Rundungsfehler

# muessen ausgeschlossen werden.

evdet <- Re(evdet)

ev[t] <- ev[t] + log(evdet, base=exp(1l))

Auch die obere Schranke des senderseitig partiell bekannten Kanals ist ein Spe-
zialfall, bei dem sich aber keine weiteren Probleme ergeben. Es werden zun#chst
die Arrays Hmax und Hi berechnet, und in die Formel fiir die obere Schranke
eingesetzt.

# Senderseitig partiell bekannt (obere Schranke)
for (i in 1:r)
{

Hmax[i] <- max(abs(H[i,1:t])"2)

summeR <- 0O

if (t>1)
for (1 in 1:(t-1))
{

summeR <- summeR
+ abs(H[i,1]) 2*sum(abs(H[i, (1+1):t])"2)
}
Hi[i] <- sqrt(summeR)
spo[t] <- spolt]
+ log(P*x(4*Hi[i]+Hmax[i]+fsigma)/NO+1, base=exp(1))
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