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KAPITEL 1

Einleitung

1.1. Motivation

Es ist anzunehmen, dass in der Zukunft datenintensive Anwendungen in der
Mobilkommunikation eine immer größere Rolle spielen werden, beispielsweise
bei Übertragung von Videodaten statt Audiodaten [10]. Eine nahe liegende
aber kostenintensive Lösung wäre eine Erhöhung der Link- oder Kanalband-
weite. Eine ökonomischere Lösung ist die Verteilung des Datenvolumens auf
mehrere Sende- und Empfangsantennen. MIMO steht für “Multiple In Multiple
Out”, und bedeutet, dass an Mobilgeräten und Basisstationen jeweils mehrere
Antennen vorhanden sind. Es werden also keine einzelnen Symbole mehr gesen-
det und empfangen, sondern Vektoren von Symbolen. Das MIMO-Modell ist
eine Verallgemeinerung des SISO (Single In Single Out) Gauß-Kanals. In der
Literatur finden sich zahlreiche verschiedene Möglichkeiten, solch ein System zu
modellieren. Dabei wird im Wesentlichen nach der Kanalmatrix unterschieden,
ob sie vollständig, partiell oder nicht bekannt ist. Für einfache Modelle kann
man die Kanalkapazität explizit angeben [6] [20], in der Regel ist die Maxi-
mierung der Synentropie jedoch ein noch offenes Problem, und es können nur
obere und untere Schranken angegeben werden [3] [8] [10] [13].

1.2. Übersicht

Im folgenden Kapitel 2 werden die grundlegenden Definitionen und Sätze aus
der Informationstheorie, sowie einige Ergebnisse aus anderen Bereichen der Sto-
chastik zusammengefasst, die im Laufe der Arbeit benötigt werden. Kapitel 3
führt das MIMO-Modell ein. Es werden technische Hintergründe dargestellt
sowie grundlegende Bezeichnungen und Definitionen angegeben.

Kapitel 4 beschäftigt sich mit vollständig bekannten MIMO-Kanälen. Das be-
deutet, dass die Kanalmatrix beim Empfänger als bekannt vorausgesetzt wird.
Man kann unterscheiden zwischen den Fällen, dass die Kanalmatrix bereits beim
Sender bekannt ist, oder erst nach der Übertragung beim Empfänger. Für beide
Fälle werden die Kapazität angegeben, sowie einige Spezialfälle und Grenzfälle
genauer betrachtet.

Kapitel 5 behandelt “Synchronised Detection”, ein Verfahren zur Schätzung von
empfängerseitig unbekannten Kanalmatrizen durch vorangehende Testsymbole
[3]. Es wird gezeigt, dass die Synentropie dieses Kanals nicht von den gesendeten
und empfangenen Testsymbolen abhängt, sondern allein von den durch MMSE
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geschätzten Kanalmatrizen. Die Berechnung der Kapazität ist hier ein noch
offenes Problem, es können aber obere und untere Schranken angegeben werden.

In Kapitel 6 wird der Fall behandelt, dass beim Sender bereits partielles Wissen
über den Kanal bekannt ist. Dieser Fall wird so modelliert, dass die Kanalma-
trix in eine Summe von einem festen und einen zufälligen Teil zerfällt. Auch
hier ist die Bestimmung der Kanalkapazität ein offenes Problem, mit den glei-
chen Methoden wie in Kapitel 5 lassen sich aber auch hier obere und untere
Schranken bestimmen.

In Kapitel 7 werden einige Simulationsergebnisse vorgestellt, und die errechne-
ten Kapazitäten und Kapazitätsschranken der vorigen Kapitel grafisch mitein-
ander verglichen.

Kapitel 8 enthält eine Zusammenfassung der Ergebnisse sowie einen Ausblick.



KAPITEL 2

Mathematische Grundlagen

Die Arbeit gehört in den Bereich der Informationstheorie. Zum Verständnis
sind Grundkenntnisse aus der Informationstheorie notwendig, wie sie etwa in
[11], [12] oder [7] nachgelesen werden können. Außerdem werden Kenntnisse in
Linearer Algebra, Analysis und Stochastik vorausgesetzt.

Im dieser Arbeit werden Spaltenvektoren jeweils mit einem Unterstrich bezeich-
net. Zufallsvektoren werden mit Großbuchstaben ausgedrückt (X,Y ,Z, . . .),
feste Vektoren mit Kleinbuchstaben (x, y, z, . . .). Zufallsmatrizen werden mit
Skriptbuchstaben bezeichnet (H,X , . . .), feste Matrizen mit lateinischen oder
griechischen Großbuchstaben (H,X,Λ. . . .). Univariate Zufallsvariablen werden
ebenfalls mit Großbuchstaben bezeichnet. Von dieser Notation wird in Ein-
zelfällen abgewichen, etwa wenn in einer Matrix sowohl feste als auch zufällige
Komponenten enthalten sind.

Definition 2.1. Folgende Bezeichnungen werden in der Arbeit verwendet:

(1) Sei z := x+ iy ∈ C eine komplexe Zahl. Dann wird mit z̄ := x− iy die
komplex konjugierte Zahl bezeichnet.

(2) Sei Z ∈ C
m×n eine komplexe Matrix. Dann wird mit Z ′ die Transpo-

nierte und mit Z∗ := Z̄ ′ die konjugiert Transponierte oder her-
mitesch Transponierte bezeichnet.

(3) Für eine quadratische Matrix Z ∈ C
n×n bezeichne

trZ :=

n∑

i=1

zii

die Spur der Matrix.
(4) Sei x ∈ R eine reelle Zahl. Dann wirt mit

x+ :=

{

x, falls x ≥ 0

0, falls x < 0

der Positivanteil von x bezeichnet.

2.1. Grundlagen aus der Stochastik

Grundlegende Ergebnisse aus der Stochastik, etwa aus [18] oder [15], [16] wer-
den in der Regel vorausgesetzt. Da in dieser Arbeit im wesentlichen mit kom-
plexwertigen Zufallsvariablen und Zufallsvektoren gearbeitet wird, wird dieser
Abschnitt dazu verwendet, einige Definitionen aus dem Reellen ins Komplexe
zu erweitern, sowie einige Sätze, die benötigt werden, entsprechend anzupassen.
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Für Zufallsvariablen wird jeweils eine vereinfachende bezeichnende Schreibweise
verwendet. Die Bezeichnung X ∈ Ω′ bedeutet dabei, dass X als Abbildung
X : Ω −→ Ω′ in den Raum Ω′ abbildet, wobei in der Regel Ω′ = R oder Ω′ = C

ist.

Definition 2.2. Gegeben sei eine Zufallsvariable X ∈ C. Die Varianz ist
definiert als

Var (X) := E (X − EX) (X − EX).

Nach [16] gelten für die komplexe Varianz dieselben grundlegenden Rechenre-
geln wie für die reelle Varianz. Direkt aus der Definition kann man erkennen,
dass die Varianz stets nichtnegativ ist. Insbesondere ist die Varianz einer kom-
plexen Zufallsvariable hiermit stets reell. Hat man einen mehrdimensionalen
Zufallsvektor gegeben, kann man die Kovarianzmatrix folgendermaßen definie-
ren:

Definition 2.3. Gegeben sei ein Zufallsvektor X ∈ C
k. Die Kovarianzmatrix

ist definiert als
Cov (X) := E (X − EX) (X − EX)⋆ .

Ist zusätzlich ein weiterer Zufallsvektor Y ∈ C
l gegeben, so definiert man

Cov (X,Y ) := E (X − EX) (Y − EY )⋆ .

Falls k := l := 1 gilt, vereinfacht sich diese Definition zu

Cov (X) := E (X − EX) (X − EX)⋆ = E(X − EX) (X − EX)

bzw. zu

Cov (X,Y ) := E (X − EY ) (Y − EY )⋆ = E(X − EY ) (Y − EY ).

Man sieht, dass für jede Komponente aus der Kovarianzmatrix gilt

Cov (X,Y )ij = Cov (Xi, Yj) := E (Xi − EXi) (Yj − EYj)

für 1 ≤ i ≤ k und 1 ≤ j ≤ l. Kovarianzmatrizen sind in der Regel nicht
komponentenweise positiv. Man kann jedoch erkennen, dass Kovarianzmatrizen
der Form Cov (X) stets nichtnegativ definit sind. Für solche Matrizen gilt dann
das folgende

Lemma 2.4. Gegeben sei eine nichtnegativ definite Matrix A ∈ C
m×m. Es ist

det (A) ≥ 0.

Beweis. Da A nichtnegativ definit ist, sind auch alle Eigenwerte nichtnegativ,
und damit auch die Determinante als Produkt aller Eigenwerte. �

Aus diesem Lemma folgt sofort das folgende

Korollar 2.5. Gegeben sei ein Zufallsvektor X ∈ C
k. Es ist

det (Cov (X)) ≥ 0.

Weiterhin sieht man, dass die Kovarianz im Komplexen nicht symmetrisch ist,
sondern, dass das folgende Korollar gilt:
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Korollar 2.6. Gegeben seien Zufallsvektoren X,Y ∈ C. Es ist

Cov (X,Y ) = Cov (Y,X).

Während man bei reellwertigen Zufallsvariablen X und Y den Korrelationsko-
effizienten

Corr (X,Y ) :=
Cov (X,Y )√
VarX Var Y

definieren kann, ist diese Definition im Komplexen nicht sinnvoll, da dieser
Ausdruck im Allgemeinen nicht reellwertig ist. Man möchte jedoch eine analoge
Aussage zu der reellen Ungleichung

Corr (X,Y ) ≤ 1

erhalten. Diese findet sich im folgenden

Satz 2.7. Gegeben seien komplexwertige Zufallsvariablen X und Y . Dann ist

|Cov (X,Y )| ≤
√

Var (ReX) Var (ReY ) +
√

Var (ReX) Var (ImY )

+
√

Var (ImX) Var (ReY ) +
√

Var (ImX) Var (ImY ).

Beweis. Es gilt mit Zuhilfenahme der reellen Korrelationsungleichung

|Cov (X,Y )| = |Cov (ReX + iImX,ReY + iImY )|
≤ |Cov (ReX,ReY )|+ |Cov (ReX,ImY )|

+ |Cov (ImX,ReY )|+ |Cov (ImX,ImY )|
≤
√

Var (ReX) Var (ReY ) +
√

Var (ReX) Var (ImY )

+
√

Var (ImX) Var (ReY ) +
√

Var (ImX) Var (ImY ).

�

2.2. Informationstheoretische Grundlagen

Unter einem Kanal ist eine Vorrichtung zum Übertragen von Daten über eine
räumliche Distanz zu verstehen. Mathematisch ist der Kanal eindeutig durch
Übergangswahrscheinlichkeiten zwischen den Input- und Outputsymbolen fest-
gelegt. Ebenso wie die weiter unten folgenden Definitionen der Entropie, der
Transinformation und der Kanalkapazität, geht auch diese auf Claude Elwood
Shannon zurück.

Definition 2.8. Bezeichne Bn die Menge der n-dimensionalen Borel-Mengen.
Gegeben sei eine Menge X ∈ Bk von Inputsymbolen und eine Menge Y ∈ Bl

von Outputsymbolen. Ein Kanal auf diesen beiden Mengen wird definiert
durch eine Übergangswahrscheinlichkeitsverteilung f

(
x, y
)
≥ 0 für alle x ∈ X

und y ∈ Y , so dass
∫

Y

f
(
x, y
)
dy = 1

für alle x ∈ X gilt.
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Im Verlauf dieser Arbeit werden Kanäle niemals durch Übergangswahrschein-
lichkeiten charakterisiert, sondern stets durch Funktionen. Dabei schreibt man

Y := F (X) ,

wobei X ein gemäß einer gewissen Inputverteilung ausgewürfeltes Inputsymbol
ist. In der Regel sind Komponenten der Funktion F ebenfalls zufallsabhängig.

Beispiel 2.9. Seien X := [0, 1] und Y := [−1, 2]. Man definiere

f (x, y) :=

{
1
2 , falls |x− y| ≤ 2

0, falls |x− y| > 2

für x ∈ X und y ∈ Y . Dann ist
∫

Y

f (x, y)dy =

∫ 2

−1
f (x, y)dy =

∫ x+1

x−1

1

2
dy = 1

für alle x ∈ X. Diesen Kanal kann man auch ausdrücken in der Schreibweise

Y := X + Z,

wobei X Rechteckverteilt ist mit X ∼ U [−1, 1].

Im Verlauf der Arbeit werden nur absolut-stetige Kanäle betrachtet. Das heißt,
im Gegensatz zu diskreten Kanälen sind die Inputverteilung und Übergangs-
wahrscheinlichkeitsverteilungen absolut-stetig. Diskrete Kanäle werden z.B. in
[11] ausführlich behandelt. Dieser Abschnitt soll dazu dienen, sich die grund-
legenden Definitionen aus der Informationstheorie ins Gedächtnis zu rufen, die
wichtigsten Sätze der Vorlesung “Informationstheorie II” [12] zusammenzufas-
sen und zu verallgemeinern (z.B. auf komplexwertige Zufallsvektoren). Ebenso
beinhaltet dieser Abschnitt einige Ergebnisse, die nicht in [12] enthalten sind,
aber eng in diesen Zusammenhang gehören.

Definition 2.10 (Entropie). Gegeben sei eine absolut-stetige (komplexwertige)
Zufallsvariable X mit Dichte f (x). Falls f (x) log f (x) integrierbar ist, definiert
man die (differentielle) Entropie von X als

H(X) := −
∫

C

f (x) log f (x) dx,

wobei 0 log (0) := 0 gesetzt wird.

Sei X = (X1, . . . ,Xn) ein Zufallsvektor mit λn-Dichte f (x) = f (x1, . . . , xn),
so heißt

H (X) := H (X1, . . . ,Xn) := −
∫

Cn

f (x) log f (x) dx

die gemeinsame (differentielle) Entropie von X.

Sei (X,Y ) ein Zufallsvektor mit λm+n-Dichte f
(
x, y
)
sowie bedingter Dichte

f
(
x | y

)
:=







f(x,y)
f(y)

, falls f
(
y
)
> 0

0, falls f
(
y
)
= 0,
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wobei f
(
y
)
die Dichte von Y sei. Definiere die bedingte (differentielle)

Entropie als

H (X | Y ) := −
∫

Cm

∫

Cn

f
(
x, y
)
log f

(
x | y

)
dy dx.

Definition 2.11 (Synentropie). Gegeben sei ein absolut-stetiger Zufallsvektor
(X,Y ) mit λm+n-Dichte f

(
x, y
)
sowie Randdichten f (x) und f

(
y
)
. Dann heißt

I (X ;Y ) :=

∫

Cn

∫

Cm

f
(
x, y
)
log

f
(
x, y
)

f (x) f
(
y
)dx dy

die Synentropie oder Transinformation zwischen X und Y .

Sei (X,Y ,Z) ein Zufallsvektor mit λl+m+n-Dichte f
(
x, y, z

)
sowie bedingten

Dichten

f
(
x, y | z

)
:=

{
f(x,y,z)
f(z) , falls f (z) > 0

0, falls f (z) = 0,

f (x | z) :=
{

f(x,z)
f(z) , falls f (z) > 0

0, falls f (z) = 0

und

f
(
y | z

)
:=

{
f(y,z)
f(z) , falls f (z) > 0

0, falls f (z) = 0,

wobei f (z) die Dichte von Z sei, f (x, z) die gemeinsame Dichte von (X,Z)
und f

(
y, z
)
die von (Y ,Z). Definiere die bedingte Synentropie oder bedingte

Transinformation als

I (X;Y | Z) :=
∫

Cl

∫

Cm

∫

Cn

f
(
x, y, z

)
log

f
(
x, y | z

)

f (x | z) f
(
y | z

)dz dy dx.

Für die differentielle Entropie und Synentropie gelten verschiedene Gleichungen
und Ungleichungen, die zusammengefasst werden im folgenden

Lemma 2.12. Seien X und Y absolut-stetige Zufallsvektoren. Dann gilt

(1)

I (X;Y ) = H (X)−H(X | Y ) = H (Y )−H(Y | X) ,

(2)

I (X ;Y | Z) = H (X | Z)−H(X | Y ,Z) = H (Y | Z)−H(Y | X,Z) ,

(3)
I (X;Y ) ≥ 0

mit Gleichheit genau dann, wenn X und Y stochastisch unabhängig
sind,

(4)
H (X | Y ) ≤ H(X)

mit Gleichheit genau dann, wenn X und Y stochastisch unabhängig
sind (Shannon-Ungleichung),
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(5)

H (X1, . . . ,Xn) =
n∑

i=1

H(Xi | X1, . . . ,Xi−1),

(6)

H (X1, . . . ,Xn) ≤
n∑

i=1

H(Xi),

Beweis. Siehe [12] (1), (3) – (6) bzw. [17] (2). �

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung eines Satzes aus [12].

Satz 2.13. Gegeben seien zwei absolut-stetige Zufallsvektoren X ∈ C
m und

Y ∈ C
n, eine invertierbare Matrix S ∈ C

m×m, sowie ein Vektor µ ∈ C
m. Dann

gilt

H
(
SX + µ

)
= H(X) + log |detS| .

Analog gilt für die bedingte Entropie

H(SX + µ | TY ) = H (X | Y ) + log |detS|

für eine invertierbare Matrix T ∈ C
n×n.

Beweis. Zunächst ist

H
(
X + µ

)
= −

∫

Cm

fx
(
x+ µ

)
log fx

(
x+ µ

)
dx

= −
∫

Cm

fx (x) log fx (x) dx = H(X) .

Zum Beweis der zweiten Aussage seien X ′ := SX und Y ′ := TY . Dann gilt für
B ⊆ C

m und C ⊆ C
n beliebig,

P
(
X ′ ∈ B,Y ′ ∈ C

)
= P(SX ∈ B,TY ∈ C) = P

(
X ∈ S−1B,Y ∈ T−1C

)
.

Damit ergibt sich

∫

S−1B

∫

T−1C

fx,y
(
x′, y′

)
dy′dx′ =

∫

B

∫

C

fx,y
(
S−1x′, T−1y′

) ∣
∣detS−1

∣
∣
∣
∣detT−1

∣
∣ dy′dx′.

Also ist

fx′,y′
(
x′, y′

)
:=

1

|detS| |detT |fx,y
(
S−1x′, T−1y′

)

eine Dichte des Zufallsvektors (X ′, Y ′). Für die bedingte Entropie ergibt sich
damit
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H (SX | TY ) = H
(
X ′ | Y ′

)
= −

∫

Cn

∫

Cm

fx′,y′
(
x′, y′

)
log fx′|y′

(
x′ | y′

)
dx′dy′

= −
∫

Cn

∫

Cm

1
|detS||det T |fx,y

(
S−1x′, T−1y′

)
log

1

|detS||det T |
fx′,y′(S−1x′,T−1y′)

1

|det T |
fy(T−1y′)

dx′dy′

= −
∫

Cn

∫

Cm

1
|detS||det T |fx,y

(
S−1x′, T−1y′

)
log

fx|y(S−1x′|T−1y′)
|detS| dx′dy′

= −
∫

Cn

∫

Cm

1
|detS||det T |fx,y

(
S−1x′, T−1y′

)
log fx|y

(
S−1x′ | T−1y′

)
dx′dy′

+

∫

Cn

∫

Cm

1
|detS||detT |fx,y

(
S−1x′, T−1y′

)
log |detS|dx′dy′

= −
∫

Cn

∫

Cm

fx,y
(
x, y
)
log fx|y

(
x | y

)
dxdy + log |detS|

= H(X | Y ) + log |detS| .

Die erste Aussage folgt aus der zweiten mit Hilfe der Shannon-Ungleichung.
Denn man benötigt im Beweis die Darstellung von Y nicht, und kann da-
her X und Y stochastisch unabhängig wählen. Damit folgt mit der Shannon-
Ungleichung

H (SX) = H (SX | TY ) = H (X | Y ) + log |detS| = H(X) + log |detS| .

�

Der folgende Satz stammt aus [13]. Dieses Ergebnis lässt sich ohne Probleme
auch auf andere Fälle (z.B. diskrete Verteilungen) übertragen.

Satz 2.14. Seien X und Z stochastisch unabhängige Zufallsvektoren, sowie Y
ein weiterer Zufallsvektor, im Allgemeinen abhängig von den vorigen beiden.
Dann gilt

I (X;Y ) ≤ I (X;Y | Z) .

Beweis. Es gilt

I (X ;Y ) = H (X)−H(X | Y )

sowie

I (X;Y | Z) = H (X | Z)−H(X | Y ,Z) .

Da X und Z stochastisch unabhängig sind, gilt

H (X | Z) = H (X) .

Damit folgt

I (X ;Y | Z)− I (X ;Y ) = H (X | Y )−H(X | Y ,Z) = I (X;Z | Y ) ≥ 0.

�
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2.3. Die komplexe Normalverteilung

In diesem Abschnitt werden die komplexe Normalverteilung definiert, sowie die
Ergebnisse aus [12] und [20] zusammengefasst, die im Laufe der Arbeit benötigt
werden.

Definition 2.15. (1) Der Zufallsvektor X = U+iV ∈ C
n heißt komplex

normalverteilt, falls
(

U
V

)

=
(

ReX
ImX

)

2n-dimensional normalverteilt

ist.
(2) Der Zufallsvektor X heißt zirkulär symmetrisch oder zirkulär

symmetrisch komplex normalverteilt, falls X symmetrisch kom-
plex normalverteilt und

Cov

(
U
V

)

=
1

2

(
ReQ −ImQ
ImQ ReQ

)

für eine hermitesche nichtnegativ definite Matrix Q ∈ C
n×n ist. Sei

µ := EX. Dann schreibt man

X ∼ SCN
(
µ,Q

)
.

Lemma 2.16. Sei X ∼ SCN
(
µ,Q

)
mit Q invertierbar. Dann besitzt X die

Dichte

f (x) =
1

det (πQ)
exp

(
−
(
x− µ

)∗
Q−1

(
x− µ

))
, x ∈ C

n.

Beweis. Siehe [20]. �

Satz 2.17. Sei X eine absolut-stetige komplexe Zufallsvariable mit EX = 0
und CovX = Q. Dann gilt

H(X) ≤ log det (πeQ)

mit Gleichheit genau dann, wenn X ∼ SCN (0, Q).

Beweis. Siehe [20]. �

Lemma 2.18. (1) Seien X ∼ SCN
(
µ,Q

)
und A ∈ C

m×n. Dann gilt

AX ∼ SCN
(
Aµ,AQA∗

)
.

(2) Seien X ∼ SCN
(

µ
1
, Q1

)

und Y ∼ SCN
(

µ
2
, Q2

)

stochastisch un-

abhängig. Dann gilt

X + Y ∼
(

µ
1
+ µ

2
, Q1 +Q2

)

.

Insbesondere sind Linearkombinationen von symmetrisch komplex normalver-
teilten Zufallsvariablen wieder symmetrisch komplex normalverteilt.
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Beweis. Siehe [20]. �

Die SCN-Verteilung hat die Eigenschaft, dass man die bedingte Erwartung von
gemeinsam SCN-verteilten Vektoren explizit angeben kann. Die Rechnung ist
pure Matrix-Algebra, deshalb wird hier nur das Ergebnis angegeben.

Satz 2.19. Seien X und Y symmetrisch komplex normalverteilt mit gewissen
Parametern. Dann ist

E (Y | X) = EY +Cov (Y ,X)Cov (X)−1 (X − EX) .

Beweis. Siehe [7], Kapitel 4.8. �

2.4. MMSE-Schätzer

Im Folgenden werden einige Ergebnisse über MMSE (minimum mean sqare
error) Schätzer zusammengefasst, die in Kapitel 5 benötigt werden. Univariate
analoge Aussagen können in [16] nachgeschlagen werden, die hier zitierten mul-
tivariaten Aussagen werden in [1] bzw. [7] bewiesen, oder können in anderer
Literatur über Schätztheorie nachgeschlagen werden.

Definition 2.20. Gegeben sei ein statistisches Experiment E = (X , C,F) ,F =
{
Pθ | θ ∈ Θ

}
,Θ ⊆ C

k mit einer Schätzfunktion δ : (X , C) −→ (Θ, σ (Θ)) für θ.

(1) Die mittlere quadratische Abweichung des Schätzers ist definiert
als

MSEθ (δ) := E ((δ (X)− θ) (δ (X)− θ)∗) .

(2) Falls für alle Schätzer δ′ gilt MSEθ

(
δ′
)

≥ MSEθ (δ), so ist δ ein
MMSE-Schätzer für θ.

Satz 2.21. Gegeben sei ein statistisches Experiment wie oben in Definition
2.20. Dann gilt:

(1) Der MMSE-Schätzer für θ ist gegeben durch

δ (X) = E (θ | X) .

(2) Dieser Schätzer ist erwartungstreu.
(3) Der Fehler eines MMSE-Schätzers ist orthogonal zum zugehörigen Da-

tenvektor (Orthogonalitätsprinzip), d.h.

E ((θ − δ) θ∗) = 0.

Diese Aussage gilt sogar für jede Funktion abhängig von den Daten,
insbesondere also für den Schätzer selbst.

Beweis. Siehe [7], Kapitel 4.11. �





KAPITEL 3

Das MIMO-Modell

Das Modell baut auf dem Modell auf, wie es auch von Emre Telatar [20] und
in der Vorlesung “Informationstheorie II” von Rudolf Mathar [12] verwendet
wird.

Anschaulich kann man sich ein MIMO-Netz so vorstellen, dass es eine gewisse
Anzahl von Sende- und Empfangsantennen gibt, und von jeder Sendeantenne
zu jeder Empfangsantenne Daten gesendet werden (Abbildung 3.1).

Im Folgenden bezeichne X den Inputvektor, H eine multiplikative Fading-
Matrix, Z eine additive Störung, und Y den Outputvektor. Solch ein Übertra-
gungssystem wird in Abbildung 3.2 gezeigt. Bei komponentenweiser Betrach-
tung wird das Diagramm wie in Abbildung 3.3 erweitert.

Für eine Definition des MIMO-Modells werden vorerst noch keine weiteren An-
nahmen über die Kanalmatrix H getroffen. Sie kann entweder zufällig, bekannt
oder partiell bekannt sein. Dies wird in den folgenden Kapiteln nach Bedarf
angepasst.

Modell 3.1. Es seien t, r ∈ N , die Anzahl der Sende (transmit)- bzw. Emp-
fangs (receive)-Antennen. Sei H ∈ C

r×t eine in der Regel zufällige Fading-
Matrix, X ∈ C

t ein zufälliges Inputsymbol, Z ∈ C
r, Z ∼ SCN (0, Q) die ad-

ditive Störung und P > 0 die Leistungsbeschränkung. Es gelte E (X⋆X) =
tr (E (XX⋆)) ≤ P . Die Zufallsvektoren X ∈ C

t und Z ∈ C
r und die Zufallsma-

tix H seien gemeinsam stochastisch unabhängig.

Abbildung 3.1. Darstellung eines MIMO-Kanals

Sendeantennen
Empfangsantennen
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Abbildung 3.2. Übertragungsmodell eines MIMO-Kanals

X
⊗

H

⊕

Z

Y

Abbildung 3.3. Komponentenweises Übertragungsmodell ei-
nes MIMO-Kanals

⊗
X1

⊕

Z1

Y1

⊗
X2

⊕

Z2

Y2

⊗
Xt

⊕

Zr

Yr

...
...

⊗ ⊗

⊗ ⊗

⊗ ⊗

H11

H22

Hst

H12 H21

H2t Hs2

Hs1 H1t

Der Outputvektor Y ∈ C
r ist definiert durch

Y := HX + Z.

Eine Interpretation aller verwendeten Symbole ist in Tabelle 3.1 wiedergegeben.

Die zweite wichtige Definition in dieser Arbeit ist die der Kanalkapazität, die
für verschiedene MIMO-Modelle ausgerechnet bzw. falls das nicht möglich ist,
abgeschätzt werden soll. Auch diese Definition muss in einigen der folgenden
Kapitel verändert und leicht an die Gegebenheiten des jeweiligen Modells an-
gepasst werden.
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Tabelle 3.1. Interpretation der Symbole im MIMO-Modell

Mathematische Definition Interpretation
r ∈ N Empfangsantennen (receive)
t ∈ N Sendeantennen (transmit)
H ∈ C

r×t Kanalmatrix
P > 0 Leistungsbeschränkung
X ∈ C

t Inputvektor
Y ∈ C

t Outputvektor
Z ∈ C

r additive Störung

Definition 3.2 (Kapazität). Die Kapazität eines Kanals ist definiert als

C = max
E(X⋆X)≤P

I (X;Y ),

die maximal erreichbare Transinformation unter allen Inputverteilungen unter
der Leistungsbeschränkung P .

Es gibt verschiedene Arten von MIMO-Kanälen, die danach unterschieden wer-
den, wie viel über die Kanalmatrix H beim Empfänger bekannt ist. Falls H
beim Empfänger bekannt ist, schreibt man für H auch H, und der Kanal wird
mit C-CSI (“completely known channel state information”) bezeichnet (Kapitel
4). Falls H nur partiell bekannt ist, etwa durch Schätzung, wird der Kanal mit
P-CSI (“partially known channel state information”) bezeichnet (Kapitel 5).
Wenn weder beim Sender noch beim Empfänger die Kanalmatrix bekannt ist,
bezeichnet man den Kanal mit N-CSI (“no channel state information”). Solche
Modelle werden in dieser Arbeit nicht behandelt. In [9] wird die Synentropie
dieses Kanals angegeben. Die Maximierung ist ein offenes Problem.

Man unterscheidet ebenfalls zwischen dem Kanalwissen an Sender- und
Empfängerseite.





KAPITEL 4

Komplett bekannte Kanäle

Dieses Kapitel beschäftigt sich mit komplett bekannten Kanälen (C-CSI,
“completely known channel state information”). Im Abschnitt 4.1 wird dabei
zunächst auf die Kanalkapazität bei deterministischen Kanalmatrizen einge-
gangen, in Abschnitt 4.2 bei zufälligen. Die Ergebnisse aus [20] und [12] sind
durch weitere Ergebnisse fortgesetzt und vor allem durch eine Verallgemeine-
rung der additiven Störung erweitert worden, sowie durch einige Beispiele und
Grenzwertbetrachtungen veranschaulicht.

4.1. Herleitung der Kapazität bei fester Kanalmatrix

In diesem Abschnitt wird der Fall betrachtet, dass H deterministisch ist, d.h.
man setzt überall H ∈ C

r×t fest vorgegeben voraus. Dieses Szenario ist gleich-
bedeutend damit, dass die Realisation der zufälligen Kanalmatrix H bereits
beim Sender bekannt ist.

Modell 4.1. Es seien die Voraussetzungen wie in Modell 3.1. Dabei sei H ∈
C
r×t fest.

Der Outputvektor Y ∈ C
r ist definiert durch

Y := HX + Z.

Definition 4.2 (Erweiterte Diagonalmatrix). Seien ξ1, . . . , ξmin(r,t) ∈ C. Dann

wird die erweiterte Diagonalmatrix Ξ ∈ C
r×t definiert mit den Einträgen

ξij :=

{

ξi, falls i = j

0, falls i 6= j
, 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ t.

Schreibweise: Ξ =: (ξij)1≤i≤r,1≤j≤t
=: diagr×t

(
ξ1, . . . , ξmin(r,t)

)
.

Beispiel 4.3. Es ist

diag3×7 (1, 2, 3) =





1 0 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0 0
0 0 3 0 0 0 0





Die Kapazität wird zunächst für den Fall berechnet, dass H eine erweiterte Dia-
gonalmatrix ist. Der allgemeine Fall wird auf diesen Spezialfall zurückgeführt.
Die Lösung erfolgt über “Water-Filling”, so ähnlich wie bei parallelen Gauß-
Kanälen (siehe z.B. [12]). Die hier gewählte Beweismethode ist zwar etwas
aufwändiger als die in [12], macht aber die Verbindung des MIMO-Modells zu
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den parallelen Gauß-Kanälen deutlicher. Weiterhin ist die Aussage der Sätze
verallgemeinert worden. In [12] und [20] war für die additive Störung nur die
Einheitsmatrix als Kovarianzmatrix zugelassen, also weißes Rauschen. Neu ist,
dass hier auch additive Störungen mit beliebiger Kovarianzmatrix möglich sind.

Lemma 4.4. Seien n ∈ N und λ1 . . . λn > 0. Dann wird
∏n

i=1 (xi + λi) un-

ter der Bedingung
∑n

i=1 xi ≤ P maximal, wenn xi = (µ− λi)
+, wobei µ die

eindeutige Lösung von
∑n

i=1 (µ− λi)
+ = P ist.

Beweis. Siehe [12]. �

Lemma 4.5 (Hadamard-Ungleichung). Im Folgenden finden sich zwei Spezi-
alfälle der Hadamard-Ungleichung.

(1) Für jede symmetrische nichtnegative reelle Matrix A gilt

detA ≤
n∏

i=1

aii.

(2) Für jede hermitesche Matrix A gilt

|detA| ≤
n∏

i=1

|aii|.

Beweis. Siehe [12]. �

Satz 4.6 (“Water-Filling”). Gegeben sei ein Kanal wie in Modell 4.1 mit

Z ∼ SCN(0, Q)

für Q ∈ C
r×r hermitesch und nichtnegativ definit, sowie der Einschränkung

H := Λ := diagr×t

(√

λ1, . . . ,
√

λmin {t,r}

)

für λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ min {t, r}. Es ist somit

Y := ΛX + Z.

Dieser Kanal hat die Kapazität

C = max
E(X⋆X)≤P

I (X;Y ) =

min{t,r}
∑

i=1

(log (µλi))
+ − log detQ,

wobei µ so gewählt, dass

P =

min{t,r}
∑

i=1

(

µ− qii
λi

)+

.
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Beweis. Ohne Einschränkung seien die λi sogar echt positiv, da sonst die
zugehörigen Xi keine Auswirkung auf den Kanal haben. Zunächst gilt für die
Synentropie

I (X;Y ) = H (Y )−H (Y | X)

= H (Y )−H (ΛX + Z | X)

= H (Y )−H (Z | X) = H (Y )−H(Z) .

Es ist

Cov (Y ) = Cov (ΛX + Z)

= ΛCov (X)Λ′ +Cov (Z)

= ΛCov (X)Λ′ +Q =: ΛΣXΛ′ +Q.

Dann gilt H (Y ) ≤ log det (πe (ΛΣXΛ′ +Q)) mit Gleichheit, genau dann wenn
Y ∼ SCN(0,ΛΣXΛ′ +Q), also X ∼ SCN (0,ΣX). Diese obere Schranke bleibt
zu maximieren, d.h.

max
E(X⋆X)≤P

det
(
ΛΣXΛ′ +Q

)
= max

tr(ΣX)≤P
det
(
ΛΣXΛ′ +Q

)
.

Nach der Hadamard-Ungleichung 4.5 ist det (B) ≤ ∏n
i=1 bii, falls B ≥ 0. In

diesem Fall hat man also

det
(
ΛΣXΛ′ +Q

)
≤

min {t,r}
∏

i=1

(λiVar (Xi) + qii)

mit Gleichheit, falls ΛΣXΛ′ + Q Diagonalform hat. Es bleibt somit zu lösen

max
∏min {t,r}

i=1 (λiVar (Xi) + qii) unter der Bedingung
∑min{t,r}

i=1 Var (Xi) ≤ P .
Dazu betrachte man zunächst den Fall, dassQ = Ir ist. Man benutze Lemma 4.4
sowie λiVar (Xi) + 1 = λi

(
Var (Xi) + λ−1

1

)
und erhalte die Lösung Var (Xi) =

(
µ− λ−1

i

)+
. Für beliebige Kovarianzmatrizen Q folgt unter Zuhilfenahme dieses

Ergebnisses aus der Gleichung

min {t,r}
∏

i=1

(λiVar (Xi) + qii) =

min {t,r}
∏

i=1

qii

(
λi

qii
Var (Xi) + 1

)

=





min {t,r}
∏

i=1

qii









min {t,r}
∏

i=1

λi

qii
Var (Xi) + 1





die Lösung

Var (Xi) =

(

µ− qii
λi

)+

.
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Die Kapazität errechnet sich als

C = max
tr(ΣX)≤P

H(Y )−H(Z)

= log



πe





min{t,r}
∏

i=1

λi



µmin{t,r}



− log (πedetQ)

=

min{t,r}
∑

i=1

(log (µλi))− log detQ.

Falls einige λi = 0 sind, folgt die Lösung mit der folgenden Rechnung:

min {t,r}
∏

i=1

(λiVar (Xi) + qii) =

min {t,r}
∏

i=1
λi 6=0

(λiVar (Xi) + qii)

=

min {t,r}
∏

i=1
λi 6=0

(

λi

(
µ− λ−1

i

)+
+ qii

)

=

min {t,r}
∏

i=1
λi 6=0

(
(λiµ− 1)+ + qii

)

=

min {t,r}
∏

i=1
λi 6=0

(λiµ)
+.

Mit der Schreibweise (log (0))+ = −∞+ = 0 hat man damit auch

log





min {t,r}
∏

i=1

(λiVar (Xi) + qii)



 = log






min {t,r}
∏

i=1
λi 6=0

(λiµ)
+






=

min {t,r}
∑

i=1
λi 6=0

(log (λiµ))
+ =

min {t,r}
∑

i=1

(log (λiµ))
+

Damit ist insgesamt

C =

min{t,r}
∑

i=1

(log (µλi))
+ − log detQ.

Abschließend gilt für die maximierende Inputverteilung, dass Real- und Ima-
ginärteile jeder einzelnen Komponente unabhängig identisch verteilt sind. Dar-
aus ergibt sich

E
(

Re (Xi)
2
)

= E
(

Im (Xi)
2
)

=
1

2

(
µ− λ−1

i

)+
.

�
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Den allgemeinen Fall führt man auf diesen zurück, indem man die Kanalmatrix
durch eine Singulärwertzerlegung ausdrückt, und sich neue Input- und Out-
putvektoren für die neue Kanalmatrix zusammensetzt. Dann kann man zeigen,
dass die beiden Kanäle die gleiche Kapazität besitzen.

Satz 4.7 (Singulärwertzerlegung, SVD). Sei A ∈ C
r×t beliebig. Dann existieren

unitäre Matrizen U ∈ C
r×r, V ∈ C

t×t und reelle Zahlen λ1, . . . , λmin(r,t) ≥ 0, so

dass A = UΛV ⋆, wo Λ = diagr×t

(√
λ1, . . . ,

√
λmin(r,t)

)
. Dabei sind die Spalten

von U die Eigenvektoren von AA⋆, die Spalten von V die Eigenvektoren von
A⋆A und die λi die Eigenwerte von AA⋆.

Beweis. Siehe [5], Kapitel 5.4. �

Satz 4.8 (Kanalkapazität). Der Kanal aus Modell 4.1 mit deterministischer
Kanalmatrix H und additivem Fehler Z ∼ SCN (0, Q) für beliebiges Q ∈ C

r×r

hermitesch und nichtnegativ definit besitzt die Kapazität

C =

min(r,t)
∑

i=1

(log (µλi))
+ − log detQ,

wo µ ∈ R die eindeutige reelle Zahl ist mit

P =

min(r,t)
∑

i=1

(

µ− qii
λi

)+

.

Die λi sind dabei die Eigenwerte von HH⋆.

Beweis. Nach Satz 4.7 existiert eine Singulärwertzerlegung H = UΛV ⋆ mit
U ∈ C

r×r, V ∈ C
t×t unitär, Λ = diagr×t

(√
λ1, . . . ,

√
λmin(r,t)

)
. Damit ergibt

sich die Darstellung

Y = HX + Z = UΛV ⋆X + Z. (4.1)

Seien Ỹ := U⋆Y , X̃ := V ⋆X und Z̃ := U⋆Z. Damit ist Z̃ zirkulär symmetrisch
verteilt als Linearkombination von zirkulär symmetrisch verteilten Zufallsvaria-
blen.

Aus (4.1) folgt

Ỹ = U⋆Y = U⋆UΛV ⋆X + U⋆Z = ΛX̃ + Z̃, (4.2)

wobei

Z̃ ∼ SCN(U⋆0, UQU⋆) = SCN(0, Q) .

Komponentenweises Betrachten von (4.2) liefert

Ỹi =
√

λiX̃i + Z̃i, 1 ≤ i ≤ min {r, t}.
Die Matrizen U und V sind invertierbar, und es gilt

E
(

X̃
⋆
X̃
)

= E((V X)⋆ V X) = E (X⋆V ⋆V X) = E (X⋆X) .
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Die Gleichheit der Kapazitäten ergibt sich mit Hilfe von Satz 2.13 schließlich
aus

max
E(X̃

⋆
X̃)≤P

I
(

X̃ ; Ỹ
)

= max
E(X⋆X)≤P

(

H
(

X̃
)

−H
(

X̃ | Ỹ
))

= max
E(X⋆X)≤P

(H (X) + log |detU | −H(X | Y )− log |detU |)

= max
E(X⋆X)≤P

(H (X)−H(X | Y )) = max
E(X⋆X)≤P

I (X;Y )

Aus der komponentenweisen Darstellung des neuen Kanals sieht man, dass für
i > min {t, r} gilt Ỹi = Z̃i, also ist hier Ỹi unabhängig von X̃i.

Nach Satz 4.6 kann man die Kapazität des neuen Kanals mit “Water-Filling”
angeben:

C = max
E(X⋆X)≤P

I (X;Y ) = max
E(X̄⋆

X̄)≤P

I
(
X̄ ; Ȳ

)
=

min{t,r}
∑

i=1

(log (µλi))
+ − log detQ

mit

P =

min{t,r}
∑

i=1

(

µ− qii
λi

)+

.

�

Aus den beiden Sätzen 4.6 und 4.8 folgen sofort die Ergebnisse aus [12] und
[20], die im Folgenden wiedergegeben sind.

Korollar 4.9. Gegeben sei ein Kanal wie in Modell 4.1 mit

Z ∼ SCN(0, Ir)

und der Einschränkung

H := Λ := diagr×t

(√

λ1, . . . ,
√

λmin {t,r}

)

für λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ min {t, r}. Es ist somit

Y := ΛX + Z.

Dieser Kanal hat die Kapazität

C = max
E(X⋆X)≤P

I (X;Y ) =

min{t,r}
∑

i=1

(log (µλi))
+,

wobei µ so gewählt wird, dass

P =

min{t,r}
∑

i=1

(
µ− λ−1

i

)+
.

Beweis. Es ist

log det Ir = log 1 = 0.

Die Behauptung folgt aus Satz 4.6. �
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Mit demselben Argument erhält man das folgende

Korollar 4.10. Der Kanal aus Modell 4.1 mit deterministischer Kanalmatrix
H und additivem Fehler Z ∼ SCN(0, Ir) besitzt die Kapazität

C =

min(r,t)
∑

i=1

(log (µλi))
+,

wo µ ∈ R die eindeutige reelle Zahl ist mit

P =

min(r,t)
∑

i=1

(
µ− λ−1

i

)+
.

Die λi sind dabei die Eigenwerte von HH⋆.

Korollar 4.11. Die Kapazität ändert sich nicht, wenn die Kanalmatrix H⋆

anstatt H lautet.

Beweis. Die Matrizen H⋆H und HH⋆ besitzen die gleichen nichtnegativen
Eigenwerte. �

Beispiel 4.12. Sei H = 1r×t, d.h. Hij = 1, 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ t. Die SVD sieht
folgendermaßen aus:

H =






√

1/r ⋆ . . . ⋆
...

...
...

√

1/r ⋆ . . . ⋆






r×r








√
rt 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . 0








r×t








√

1/t . . .
√

1/t
⋆ . . . ⋆
...

...
⋆ . . . ⋆








t×t

,

wobei die Einträge ⋆ uninteressant sind, da nur ein Eigenwert 6= 0 ist.

Nach Satz 4.8 folgt also

P =

min{t,r}
∑

i=1

(
µ− λ−1

1

)+
= µ− λ−1

1 = µ− 1

rt

und damit die Kapazität

C =

min{t,r}
∑

i=1

(log (µλi))
+ = log (µλ1) = log (µrt) = log (1 + rtP ) .

Für das X, das die Synentropie maximiert, ergibt sich damit

E
(
XiX̄j

)
=

P

t
,
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denn

Cov (X) = Cov
(

V X̃
)

= V Cov
(

X̃
)

V ⋆

=






√

1/r ⋆ . . . ⋆
...

...
...

√

1/r ⋆ . . . ⋆













P 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . 0















√

1/t . . .
√

1/t
⋆ . . . ⋆
...

...
⋆ . . . ⋆








=
P

t
1t×t

Beispiel 4.13. Sei r = t =: n und H := In. Die SVD ist trivial: H = InInIn.
Damit ergibt sich sofort

P =
n∑

i=1

(
µ− λ−1

i

)+
= n (µ− 1)+ = n (µ− 1)

und

C =
n∑

i=1

(log µλi)
+ =

n∑

i=1

(log µ)+ = n (log µ)+ = n log

(
P

n
+ 1

)

.

Da V ⋆ = In, folgt sofort X = X̃, und für das maximierende X gilt damit

E
(
XiX̄j

)
= E

(

X̃i
¯̃Xj

)

= δij

(

E

(

Re

(

X̃i

)2
)

+ E

(

Im

(

X̃i

)2
))

= δij
(
µ− λ−1

i

)
=

δijP

n
.

4.2. Herleitung der Kapazität bei zufälliger Kanalmatrix

Dieser Abschnitt behandelt den Fall, dass H := H := (Hij) ∈ C
r×t stochas-

tisch ist. Weiterhin sei angenommen, dass die Realisationen H von H beim
Empfänger bekannt sind, nicht aber beim Sender. Es werden die Hauptergeb-
nisse aus [20] und [12] zusammengefasst, sowie einige Spezialfälle genauer be-
trachtet und Grenzwertbetrachtungen gemacht.

Modell 4.14. Es seien die Voraussetzungen aus Modell 3.1 gegeben. Es sei
H := H := (Hij) ∈ C

r×t eine Zufallsmatrix, die stochastisch unabhängig von
X und Z ist. Der Kanal ist gegeben durch den Input X und den Output

(Y ,H) = (HX + Z,H) .

Die Einträge Hij von H seien untereinander stochastisch unabhängig, und ha-
ben stochastisch unabhängige Real- und Imaginärteile mit jeweils Re (Hij) ∼
N (0, 1/2) und Im (Hij) ∼ N (0, 1/2).

Lemma 4.15. Gegeben seien H wie oben, U ∈ C
r×r und V ∈ C

t×t unitär.
Dann besitzt UHV ⋆ dieselbe Verteilung wie H.

Satz 4.16 (Kanalkapazität). Die Kapazität des obigen Kanals ist gegeben durch

C = max
E(X⋆X)≤P

I (X;Y ,H) = E

(

log det

(

Ir +
P

t
HH⋆

))

.
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Beweis. Für die Synentropie gilt

I (X;Y ,H) = I (X;H) + I (X;Y | H) = I (X;Y | H)

= EH (I (X ;Y | H = H))

= EH (H (Y )−H(HX + Z | X))

= EH (H (Y )−H(Z))

≤ EH (log det (Ir +HQH⋆))

mit Q = E(XX⋆) = Cov (X) mit Gleichheit, wenn X ∼ SCN(0, Q). Dieser
Ausdruck ist zu maximieren unter den Bedingungen trQ ≤ P und Q ≥ 0.

Dazu sei Pt der Raum aller t × t Permutationsmatrizen. Nach [12] gilt, dass
HΠ und H dieselbe Verteilung besitzen für jede Permutationsmatrix Π ∈ Pt.
Damit folgt mit der Bezeichnung QΠ := ΠQΠ′ für den obigen Ausdruck

E (log det (Ir +HQH⋆)) = E
(
log det

(
Ir +HΠQΠ′H⋆

))

= E
(
log det

(
Ir +HQΠH⋆

))

=
1

t!

∑

Π∈Pt

E
(
log det

(
Ir +HQΠH⋆

))

= E

(

1

t!

∑

Π∈Pt

log det
(
Ir +HQΠH⋆

)

)

≤ E

(

log det

(

Ir +H
(

1

t!

∑

Π

QΠ

)

H⋆

))

,

da Φ (Q) := log det (Ir +HQH⋆) nach [12] konkav auf der Menge der nichtne-
gativ definiten Matrizen ist.

Die Matrix 1
t!

∑

Π∈Pt
QΠ = αIt ist ein Vielfaches der Einheitsmatrix. Insgesamt

gilt

max
trQ≤P,Q≥0

E (log det (Ir +HQH⋆)) ≤ max
tα≤P

E (log det (Ir +HαItH⋆))

= E

(

log det

(

Ir +
P

t
HH⋆

))

.

Somit hat man auch die Gleichheit. Das Maximum wird angenommen, falls
X ∼ SCN

(
0, P

t
It
)
. �

An dieser Stelle endet die Zusammenfassung von [12] und [20], und es folgen
einige Spezialfälle und Grenzwertbetrachtungen. Die Ergebnisse aus Satz 4.16
lassen sich für t = 1 bzw. r = 1 relativ leicht ausrechnen. Das Ergebnis ist das
folgende

Beispiel 4.17. Gegeben sei der obige Kanal.

(1) Für den Fall r = 1 ist die Kapazität gegeben durch

C =

∫ ∞

0
log

(

1 +
Pm

4t

)
1

2tΓ (t)
mt−1e−

m
2 dm.
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(2) Für den Fall t = 1 ist die Kapazität gegeben durch

C =

∫ ∞

0
log

(

1 +
Pm

4

)
1

2rΓ (r)
mr−1e−

m
2 dm.

Beweis. (1) Sei r = 1. Die Kapazität errechnet sich als

C = E

(

log det

(

Ir +
P

t
HH⋆

))

= E

(

log

(

1 +
P

t

t∑

i=1

H1iH̄1i

))

= E

(

log

(

1 +
P

t

t∑

i=1

Re (H1i)
2 + Im (H1i)

2

))

= E

(

log

(

1 +
P

4t

2t∑

i=1

N2
i

))

mit Ni ∼ N (0, 1) iid

= E

(

log

(

1 +
P

4t
M

))

mit M ∼ χ2 (2t)

=

∫ ∞

0
log

(

1 +
Pm

4t

)
1

2tΓ (t)
mt−1e−

m
2 dm

(2) Sei t = 1. Die Kapazität errechnet sich als

C = E

(

log det

(

Ir +
P

t
HH⋆

))

= E(log det (It + PH⋆H))

= E

(

log

(

1 + P
r∑

i=1

H̄i1H i1

))

= E

(

log

(

1 + P

r∑

i=1

Re (Hi1)
2 + Im (Hi1)

2

))

= E

(

log

(

1 +
P

4

2r∑

i=1

N2
i

))

mit Ni ∼ N (0, 1) iid

= E

(

log

(

1 +
P

4
M

))

mit M ∼ χ2 (2r)

=

∫ ∞

0
log

(

1 +
Pm

4

)
1

2rΓ (r)
mr−1e−

m
2 dm

�

Man betrachte in (1) den Grenzwert t → ∞, und in (2) den Grenzwert r → ∞.
Dann ergibt sich bei (1) mit dem starken Gesetz großer Zahlen, und bei (2) mit
der Bezeichnung M (2r) ∼ χ2 (2r)
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(1)

lim
t→∞

E

(

log det

(

1 +
P

t
HH⋆

))

= lim
t→∞

E

(

log

(

1 +
P

4t

2t∑

i=1

N2
i

))

= E

(

log

(

1 + lim
t→∞

P

4t

2t∑

i=1

N2
i

))

= E

(

log

(

1 +
P

2
lim
t→∞

1

t

t∑

i=1

N2
i

))

= log

(

1 +
P

2

)

,

(2)

lim
r→∞

E (log det (1 + PHH⋆)) = lim
r→∞

E

(

log

(

1 +
P

4

2r∑

i=1

N2
i

))

≥ lim
r→∞

E

(

log

(

P

4

2r∑

i=1

N2
i

))

= lim
r→∞

E (logM (2r)) + log

(
P

4

)

≥ lim
r→∞

log 2r + log

(
P

4

)

= ∞,

und damit die Gleichheit. D.h. bei wachsender Anzahl von Empfangsantennen
r und einer Sendeantenne t = 1 steigt die Kapazität des Kanals ungefähr wie

C ≈ log

(
2rP

4

)

.

In der Praxis ist es eher nicht anzunehmen, dass bei wachsender Anzahl von
Sendeantennen die Leistungsbeschränkung konstant bleibt. Man setze in (1)
P := P (t) := tc für ein konstantes c > 0 und berechne den Grenzwert neu.
Dabei ergibt sich mit den bekannten Bezeichnungen
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lim
t→∞

E

(

log det

(

1 +
P (t)

t
HH⋆

))

= lim
t→∞

E (log det (1 + cHH⋆))

= lim
t→∞

E

(

log

(

1 +
c

4

2t∑

i=1

N2
i

))

≥ lim
t→∞

E

(

log

(

c

4

2t∑

i=1

N2
i

))

= lim
t→∞

E (logM (2t)) + log
( c

4

)

≥ lim
t→∞

log 2t+ log
( c

4

)

= ∞.

Man sieht, dass in diesem Fall die Kapazität bei sehr großen t ungefähr steigt
wie

C ≈ log

(
2tc

4

)

.

Man sieht, dass die Kapazität bei einer Sendeantenne und wachsender Anzahl
Empfangsantennen ungefähr genau so stark wächst wie bei einer Empfangsan-
tenne und wachsender Anzahl von Sendeantennen. Denn für t = 1 und r → ∞
gilt mit den neuen Bezeichnungen

C ≈ log

(
2rP (t)

4

)

= log

(
2rtc

4

)

= log

(
2rc

4

)

.

4.3. Weitere Modellmöglichkeiten

In der Literatur werden viele weitere Modelle vorgeschlagen, so etwa in [10].
Dort wird grundsätzlich von Modell 4.14 ausgegangen, jedoch werden über die
gleiche Kanalmatrix N ∈ N Datenvektoren übertragen. Dieses Modell ist rea-
listisch, wenn die Kanalmatrix in der Praxis über N Zeiteinheiten annähernd
konstant bleibt. Die N Inputvektoren werden zu einer Matrix X ∈ C

t×N zu-
sammengefasst, ebenso die additiven Störungsvektoren zu Z ∈ C

r×N , sowie die
Outputvektoren zu Y ∈ C

r×N . Das Übertragungsmodell ist damit

Y = XH + Z.

Das wichtigste Ergebnis des Papers ist, dass die Kapazität für t > N gleich der
Kapazität für t = N ist, also durch Aufstocken der Sendeantennen auf mehr
als N -Stück kein Kapazitätsgewinn mehr erzielt wird.

Eine weitere interessante Möglichkeit wird in [4] vorgestellt. Es wird ebenfalls
das Modell 4.14 als Grundlage genommen, jedoch sind die Einträge der Kanal-
matrix hier untereinander korreliert. Die Anzahl der Sendeantennen sei gleich
der Anzahl der Empfangsantennen, n := t = r. Die Hauptaussage des Papers
ist, dass die Kapazität dann linear in n steigt. In der Praxis wird dieses Mo-
dell relevant, wenn die Antennen im Sendearray bzw. im Empfangsarray nahe
beieinander sind. Dadurch sind die einzelnen Datenströme untereinander kor-
reliert.



KAPITEL 5

Empfängerseitig partiell bekannte Kanäle

5.1. Modellierung von Synchronised Detection

Die Erweiterung des letzten Modells durch Synchronised Detection beinhaltet
die Schätzung der zufälligen Kanalmatrix durch vorangehende Testsymbole. Der
wesentliche Unterschied zum vorhergehenden Modell ist dabei, dass die Kanal-
matrix H beim Empfänger nicht bekannt ist, sondern geschätzt wird. Dieses
Modell baut auf [2] und [3] auf. Diese beiden Papers liefern kein mathemati-
sches Modell für Synchronised Detection. Dieser Umstand wird behoben, und
ein passendes Modell hier nachgeliefert. Auf weitere Fehler in den Papern wird
an jeweils passender Stelle hingewiesen, und die Unklarheiten beseitigt. Au-
ßerdem werden die Ergebnisse aus [3] derart erweitert, dass auch eine obere
Schranke für die Kanalkapazität gefolgert werden kann.

Modell 5.1. Es seien r, t,ND, NT ∈ N und

N := ND +NT .

Sei HD
i ∈ C

r×t, i = 1, . . . , ND eine iid-Folge von Zufallsmatrizen, wobei für
jeden Eintrag

HD
ijk ∼ SCN

(
0, σ2

h

)

für ein σ2
h > 0 gelte. Die einzelnen Einträge sind dabei stochastisch unabhängig.

Sei HT
j ∈ C

r×t, j = 1, . . . , NT eine weitere Folge mit den gleichen Eigenschaf-

ten. Im Allgemeinen ist die Folge HT
j dabei stochastisch abhängig von HD

i . Es

sei N0 > 0, ZD
i iid mit

ZD
i ∼ SCN (0, N0Ir) , i = 1, . . . , ND

unabhängig von den oben definierten HD
i und HT

j . Es sei ZT
j ∈ C

r eine davon

unabhängige Folge mit den gleichen Eigenschaften. Sei XD
i ∈ C

t, i = 1, . . . , ND

iid, unabhängig von HD
i und HT

j sowie ZD
i und ZT

j . Seien XT
j ∈ Ct, j =

1, . . . , NT fest vorgegeben. Sei P > 0, und es gelte

E
(
XD⋆

1 XD
1

)
≤ P

sowie
XT⋆

j XT
j ≤ P, j = 1, . . . , NT .

Definiere den Datenkanal durch

Y D
i := HD

i X
D
i + ZD

i , i = 1, . . . , ND, (5.1)

sowie den Testkanal durch

Y T
j := HT

j X
T
j + ZT

j , j = 1, . . . , NT . (5.2)
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Weiterhin seien

ĤD
i := ĤD

i

(
XT

1 , . . . ,X
T
NT

, Y T
1 , . . . , Y

T
NT

)

:= E
(
HD

i | XT
1 , . . . ,X

T
NT

, Y T
1 , . . . , Y

T
NT

)
, i = 1, . . . , ND

MMSE-Schätzer für HD
i .

Alle in diesem Modell verwendeten Symbole sind in Tabelle 5.1 mit ihrer Inter-
pretation zusammengefasst.

Technische Realisierung:

In der Realität sind die Kanalmatrizen im Allgemeinen korreliert in der Zeit,
d.h. es liegt ein Prozess Hk, k = 1, . . . , N mit Autokorrelationsfunktion

α∗
n := E

(
Hk,i,jH̄k+n,i,j

)
, n = 1, . . . , N,

sonst aber gleichen Eigenschaften, zugrunde. Dieses Problem wird durch so ge-
nanntes Interleaving und De-Interleaving umgangen. Dazu werden die Daten-
und Testsymbole eines Blockes der Länge N in einen Interleaver I gegeben, der
sie auf Komponentenebene so permutiert, dass die Komponenten eines Input-
vektors so weit auseinander gezogen werden, dass sie über Kanalmatrizen mit
Autokorrelation α∗

n < ε übertragen werden, dabei aber auch über jede Kanal-
matrix genügend Testsymbole zum Schätzen geschickt werden. Im Modell kann
man dann wegen der geringen Korrelation sogar stochastische Unabhängigkeit
voraussetzen. Auf der Empfängerseite werden die übertragenen Symbole durch
den De-Interleaver D wider nach Daten- und Testsymbolen sortiert. Dieser Vor-
gang ist in Abbildung 5.1 dargestellt. Auf eine Modellierung des Interleaving
wird in dieser Arbeit verzichtet. Das Kanalmodell

Y k := HkXk + Zk

wird auch als innerer Kanal bezeichnet, und der Datenkanal

Y D
i := HD

i X
D
i + ZD

i

als äußerer Kanal. In dieser Arbeit wird auf die gesamte Modellierung des inne-
ren Kanals verzichtet, und die Kanalmatrizen von vornherein als stochastisch
unabhängig vorausgesetzt.

Im Folgenden ist es rechentechnisch oft einfacher, die Werte der Inputverteilung
in Matrixform und die Fading-Koeffizienten in Vektorform vorliegen zu haben.
Zu einer einfachen Darstellung der dazu nötigen Transformationen wird das
Kronecker-Produkt zweier Matrizen eingeführt.

Definition 5.2. Gegeben seien die Matrizen A ∈ C
m×n und B ∈ C

p×q. Das
Kronecker-Produkt A⊗B ∈ C

mp×nq ist definiert als

A⊗B :=






a11B . . . a1nB
...

. . .
...

am1B . . . amnB




 .
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Abbildung 5.1. Übertragungsmodell eines MIMO-Kanals mit
Synchronised Detection

XD
i

XT
j

Xk

⊗

Hk

⊕

Zk

Y k Y D
i

Y T
j

DA Sync. ĤD
i

I D

Tabelle 5.1. Interpretation der Symbole im MIMO-Modell
mit Synchronised Detection

Mathematische Definition Interpretation
r ∈ N Empfangsantennen (receive)
t ∈ N Sendeantennen (transmit)
ND ∈ N Anzahl Datensymbole pro Block
NT ∈ N Anzahl Testsymbole pro Block
N ∈ N Blocklänge
P > 0 Leistungsbeschränkung
XD

i ∈ C
t i-tes gesendetes Datensymbol (Datenkanal)

Y D
i ∈ C

r i-tes empfangenes Datensymbol (Datenkanal)
HD

i ∈ C
r×t Kanalmatrix zur Zeit i (Datenkanal)

ZD
i ∈ C

r additive Störung zur Zeit i (Datenkanal)

XT
j ∈ C

t j-tes gesendetes Testsymbol (Testkanal)

Y T
j ∈ C

r j-tes empfangenes Testsymbol (Testkanal)

HT
j ∈ C

r×t Kanalmatrix zur Zeit j (Testkanal)

ZT
j ∈ C

r additive Störung zur Zeit j (Testkanal)

ĤD
i ∈ C

r×t Schätzer für Kanalmatrix zur Zeit i
σ2
h > 0 Fading-Varianz

N0 > 0 Varianz der additiven Störung

Sei also

XD
i := XD

i

′ ⊗ Ir :=
(
XD

i1 Ir, . . . ,X
D
it Ir

)
∈ C

r×rt, i = 1, . . . , ND

die Signalmatrix und

HD
i :=

(
HD

i11,H
D
i21, . . . ,H

D
irt

)′ ∈ C
rt, i = 1, . . . , ND

der Kanalvektor mit allen Spalten von HD
i übereinander.
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Damit lässt sich der Datenkanal umschreiben zu

Y D
i = XD

i HD
i + ZD

i , i = 1, . . . , ND. (5.3)

Seien
Y D :=

(
Y D

1 , . . . , Y
D
ND

)′ ∈ C
rND ,

HD :=
(
HD

1 , . . . ,H
D
ND

)′ ∈ C
rtND ,

ZD :=
(
ZD

1 , . . . , Z
D
ND

)′ ∈ C
rND

und

XD :=









XD
1 0 . . . 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 . . . 0 XD

ND









∈ C
rND×rtND .

Damit ergibt sich das Modell für einen Block von ND Datensymbolen

Y D = XDHD + ZD. (5.4)

Analog definiere für den Testkanal

X T
j := XT

j

′ ⊗ Ir :=
(
XT

j1Ir, . . . ,X
T
jtIr
)
∈ C

r×rt, j = 1, . . . , NT

und
HT

j :=
(
HT

j11,H
T
j21, . . . ,H

T
jrt

)′ ∈ C
rt, j = 1, . . . , NT ,

so dass
Y T

j = X T
j HT

j + ZT
j , j = 1, . . . , NT . (5.5)

Sei
Y T :=

(
Y T

1 , . . . , Y
T
NT

)′ ∈ C
rNT

der Vektor mit allen Outputvektoren Y T
j , j = 1, . . . , NT übereinander. Analog

definiere die zugehörigen

HT :=
(
HT

1 , . . . ,H
T
NT

)′ ∈ C
rtNT ,

ZT :=
(
ZT

1 , . . . , Z
T
NT

)′ ∈ C
rNT

und

X T :=









X T
1 0 . . . 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 . . . 0 X T

NT









∈ C
rNT×rtNT ,

so dass
Y T = X THT + ZT . (5.6)

Außerdem definiere man für die geschätzten Kanalmatrizen analog

Ĥ
D

i :=
(

ĤD
i11, Ĥ

D
i21, . . . , Ĥ

D
irt

)′
∈ C

rt, i = 1, . . . , ND

und

Ĥ
D
:=
(

Ĥ
D

1 , . . . , Ĥ
D

ND

)′
∈ C

rtND .
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Tabelle 5.2. Zusätzliche Symbole im MIMO-Modell mit Syn-
chronised Detection

Mathematische Definition Interpretation

XD
i ∈ C

r×rt i-te gesendete Signalmatrix (Datenkanal)
HD

i ∈ C
rt Kanalvektor zur Zeit i (Datenkanal)

X T
j ∈ C

r×rt j-te gesendete Signalmatrix (Testkanal)

HT
j ∈ C

rt Kanalvektor zur Zeit j (Testkanal)

Ĥ
D

i ∈ C
rt Schätzer für Kanalvektor zur Zeit i

XD ∈ C
rNT×rtND Signalmatrizen nebeneinander (Datenkanal)

Y D ∈ C
rND Outputvektoren übereinander (Datenkanal)

HD ∈ C
rtND Kanalvektoren übereinander (Datenkanal)

ZD ∈ C
rND Additive Störungen übereinander (Datenkanal)

X T ∈ C
rNT×rtNT Signalmatrizen nebeneinander (Testkanal)

Y T ∈ C
rNT Outputvektoren übereinander (Testkanal)

HT ∈ C
rtNT Kanalvektoren übereinander (Testkanal)

ZT ∈ C
rNT Additive Störungen übereinander (Testkanal)

Ĥ
D ∈ C

rtND Schätzer für die Kanalvektoren übereinander
C > 0 Kanalkapazität

Alle zusätzlichen Symbole, die nicht in Tabelle 5.1 vorkommen, sind noch einmal
in der Tabelle 5.2 zusammengefasst.

Bei der Definition der Kapazität dieses Kanals ist zu beachten, dass von den
N Symbolen nur ND wirkliche Daten enthalten. Deshalb wird die Kapazität
folgendermaßen definiert:

Definition 5.3. Gegeben sei der obige Kanal. Die Kapazität ist definiert als

C :=
1

N
max

E(XD⋆XD)≤NDP

I
(
Y D, Y T ;XD | XT

)
.

Das gegebene XT ist hierbei eine Schreibweise. Es handelt sich nicht um die be-
dingte Synentropie, da XT eine bekannte Größe ist, und nicht zufallsabhängig.
In den Rechnungen kann XT auch als einpunktverteilte Zufallsvariable betrach-
tet werden. Da XD die gleichen Informationen enthält wie XD bzw. X T wie
XT , kann man die Kapazität umformen zu

C =
1

N
max

E(XD⋆XD)≤NDP

I
(
Y D, Y T ;XD | X T

)
.

Durch die Schätzung der HD
i ist der Kanal nur partiell bekannt. Es handelt

sich daher um einen partiell bekannten Kanal (P-CSI, “partially known channel
state information”).
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5.2. Abhängigkeitsstrukturen der Synentropie

Die Kanalmatrix wird in diesem Modell durch MMSE (minimum mean squa-
re error) geschätzt. Bei der Berechnung der Abhängigkeitsstrukturen wird auf
einige wichtige Eigenschaften von MMSE-Schätzern zurückgegriffen, die in Ab-
schnitt 2.4 zusammengefasst sind.

Satz 5.4. Die Synentropie des oben definierten Kanals beträgt

I
(
Y D, Y T ;XD | XT

)
= I

(

Y D;XD | ĤD
)

= E
(

J
(

Y D,XD, Ĥ
D
))

,

wobei

J
(

yD,XD, ĥ
D
)

= log
f
(

yD | XD, ĥ
D
)

∫
f
(

yD | XD ′, ĥ
D
)

f
(
XD ′) dXD ′

und f
(

yD | XD, ĥ
D
)

die Dichte der Zufallsvariablen Y D | XD = XD, Ĥ
D

=

ĥ
D

und f
(
XD

)
die Dichte von XD seien.

Beweis. Für die Synentropie gilt

I
(
Y D, Y T ;XD | X T

)
= I

(
Y T ;XD | X T

)

︸ ︷︷ ︸

=0, da Y T u. XD stoch. unabh.

+I
(
Y D;XD | X T , Y T

)

=

∫

CrND

∫

CtND

∫

CrNT

f
(
yD,XD, yT | X T

)
log

f(yD|XD ,yT ,XT )
f(yD|yT ,XT )

dyDdXDdyT ,

wobei f jeweils die zu den Argumenten zugehörige Dichte bezeichne. Sei

J ′
(
yD,XD, yT

)
:= log

f
(
yD | XD, yT ,X T

)

f
(
yD | yT ,X T

) .

Dann ist

I
(
Y D, Y T ;XD | X T

)
= E

(
J ′
(
Y D,XD, Y T

))
.

Es gilt

log
f
(
yD | XD, yT ,X T

)

f
(
yD | yT ,X T

) = log
f
(
yD | XD, yT ,X T

)

∫
f
(
yD | XD ′, yT ,X T

)
f
(
XD ′) dXD ′ .

Damit erhält man die Darstellung

J ′
(
yD,XD, yT

)
= log

f
(
yD | XD, yT ,X T

)

∫
f
(
yD | XD ′, yT ,X T

)
f
(
XD ′) dXD ′ . (5.7)

Da der Datenkanal gedächtnislos ist, sind die einzelnen Komponenten des Vek-
tors Y D stochastisch unabhängig. Für die Randdichten gilt daher

f
(
yD | XD, yT ,X T

)
=

ND∏

i=1

f
(

yD
i
| XD

i , yT ,X T
)

. (5.8)
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Jede einzelne Randdichte f
(

yD
i
| XD

i , yT ,X T
)

ist symmetrisch komplex nor-

malverteilt als Linearkombination von symmetrisch komplex verteilten Zufalls-
variablen. Die Verteilung einer einzelnen Randdichte ist also eindeutig bestimmt
durch den Erwartungswertvektor und die Kovarianzmatrix.

Man definiere einen MMSE-Schätzer

Ŷ i := E
(
Y D

i | XD
i , Y T ,X T

)

für den Erwartungswertvektor. Der Schätzer errechnet sich als

Ŷ i = E
(
Y D

i | XD
i , Y T ,X T

)
= E

(
XD
i HD

i | XD
i , Y T ,X T

)

= XD
i E

(
HD

i | XD
i , Y T ,X T

)
= XD

i E
(
HD

i | X T , Y T
)
= XD

i Ĥ
D

i .

In dieser Rechnung bleibt fraglich, ob XD
i vor den Erwartungswert gezogen

werden kann. Dies ist möglich, falls es A
(
XD
i , Y T ,X T

)
-messbar ist. Dies trifft

in der Tat zu, denn es ist nun XD
i nach Definition A

(
XD
i

)
-messbar, und, weil

A
(
XD
i , Y T ,X T

)
⊇ A

(
XD
i

)
ist, somit auch A

(
XD
i , Y T ,X T

)
-messbar.

Der entsprechende Schätzer für die Kovarianz-Matrix lautet

Q̂i = E
((

Y D
i − Ŷ i

)(

Y D
i − Ŷ i

)∗
| XD

i ,X T , Y T
)

= E
((

XD
i HD

i + ZD
i −XD

i Ĥ
D

i

)(

XD
i HD

i + ZD
i − XD

i Ĥ
D

i

)∗
| XD

i ,X T , Y T
)

= E
((

XD
i

(

HD
i − Ĥ

D

i

)

+ ZD
i

)(

XD
i

(

HD
i − Ĥ

D

i

)

+ ZD
i

)∗
| XD

i ,X T , Y T
)

= XD
i E

((

HD
i − Ĥ

D

i

)(

HD
i − Ĥ

D

i

)∗
| X T , Y T

)

XD∗
i + E

(
ZD

i Z
D∗
i

)

+ XD
i E

((

HD
i − Ĥ

D

i

)

ZD∗
i | X T , Y T

)

︸ ︷︷ ︸

=0, denn ZD
i und HD

i sind unabhängig und EZD
i = 0

+ E
(

ZD
i

(

HD
i − Ĥ

D

i

)∗
| X T , Y T

)

XD∗
i

︸ ︷︷ ︸

=0, denn ZD
i und Ĥ

D

i sind unabhängig und EZD
i = 0

= XD
i MSEHD

i

(

Ĥ
D

i

)

XD∗
i +N0Ir.

Mit der Bezeichnung

Cε
i := MSEHD

i

(

Ĥ
D

i

)

ergibt sich die Darstellung

Q̂i = XD
i Cε

i XD∗
i +N0Ir.

Man sieht, dass die Verteilungen nur noch von den Schätzern des Kanalvektors

Ĥ
D

i und den Datensymbolen XD abhängen, nicht aber von den Outputsymbo-
len Y T . Wenn man die MMSE-Schätzer insbesondere als bedingte Erwartungen

betrachtet, folgt, dass die Erwartung von Y D
i bzw. von

(

Y D
i − Ŷ i

)(

Y D
i − Ŷ i

)∗

mit gegebener a-priori Information XD
i ,X T , Y T ebenfalls nur von Ĥ

D

i und
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XD abhängen [7]. Die gemeinsame bedingte Dichte des Zufallsvektors Y D |
XD, Y T ,X T ist nach (5.8) daher nur abhängig von Ĥ

D
und XD. Damit erhält

man die Darstellung

J ′
(
yD,XD, yT

)
= log

f
(
yD | XD, yT ,X T

)

∫
f
(
yD | XD ′, yT ,X T

)
f
(
XD ′) dXD ′

= log
f
(

yD | XD, ĥ
D
)

∫
f
(

yD | XD ′, ĥ
D
)

f
(
XD ′) dXD ′

= log
f
(

yD | XD, ĥ
D
)

f
(

yD | ĥD
)

= J
(

yD,XD, ĥ
D (X T , yT

))

= J
(

yD,XD, ĥ
D
)

. (5.9)

Daraus ergibt sich

I
(
Y D, Y T ;XD | X T

)
= I

(
Y D;XD | X T , Y T

)
= I

(

Y D;XD | ĤD
)

bzw. auf komponentenweiser Ebene

I
(
Y D

i , Y
T ;XD

i | X T
)
= I

(

Y D
i ;XD

i | ĤD

i

)

.

�

Korollar 5.5. Die Synentropie kann man als Summe der komponentenweisen
Synentropien ausdrücken,

I
(
Y D, Y T ;XD | X T

)
=

ND∑

i=1

I
(
Y D

i , Y
T ;XD

i | X T
)
.
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Beweis. Das Ergebnis (5.8) lässt sich äquivalent als Gleichung zwischen den
Synentropien ausdrücken,

I
(
Y D, Y T ;XD | X T

)
= I

(
Y D;XD | X T , Y T

)
= I

(
Y D

1 , . . . , Y
D
ND

;XD | X T , Y T
)

= H
(
Y D

1 , . . . , Y
D
ND

| X T , Y T
)
−H

(
Y D

1 , . . . , Y
D
ND

| XD,X T , Y T
)

=

ND∑

i=1

H
(
Y D

i | X T , Y T
)
−

ND∑

i=1

H
(
Y D

i | XD,X T , Y T
)

=

ND∑

i=1

I
(
Y D

i ;XD | X T , Y T
)
=

ND∑

i=1

I
(
Y D

i ;XD
1 , . . . ,XD

ND
| X T , Y T

)

=

ND∑

i=1

H
(
XD
1 , . . . ,XD

ND
| X T , Y T

)
−

ND∑

i=1

H
(
XD
1 , . . . ,XD

ND
| X T , Y T , Y D

i

)

=

ND∑

i=1

ND∑

i′=1

H
(
XD
i′ | X T , Y T

)
−

ND∑

i=1

ND∑

i′=1

H
(
XD
i′ | X T , Y T , Y D

i

)

=

ND∑

i=1

ND∑

i′=1

I
(
Y D

i ;XD
i′ | X T , Y T

)
=

ND∑

i=1

I
(
Y D

i ;XD
i | X T , Y T

)

=

ND∑

i=1

I
(
Y D

i , Y
T ;XD

i | XT

)
.

Die vorletzte Gleichung gilt, da Y D
i und XD

i′ nur abhängig sind, wenn i = i′. �

Satz 5.6. Für die Schätzer Ĥ
D

i gilt

Ĥ
D

i ∼ SCN (0, Ci) ,

wobei

Ci = Cε
i + σ2

hIrt = MSEHD
i

(

Ĥ
D

i

)

+ σ2
hIrt.

Dieses Ergebnis weicht leicht von dem entsprechenden Ergebnis in [3] ab, wo
die Kovarianzmatrix mit

Ci = σ2
hIrt = MSEHD

i

(

Ĥ
D

i

)

+ σ2
hIrt − Cε

i

angegeben wird.

Beweis. Der Schätzer Ĥ
D

i ist eine Linearkombination symmetrisch komplex
normalverteiler Zufallsvariablen, und damit selbst auch SCN-verteilt und durch
Erwartungswertvektor und Kovarianzmatrix eindeutig bestimmt. Aus der Er-
wartungstreue des MMSE-Schätzers ergibt sich sofort

E
(

Ĥ
D

i

)

= E
(
HD

i

)
− E

(

HD
i − Ĥ

D

i

)

= 0− 0 = 0.

Nach dem Orthogonalitätsprinzip für MMSE-Schätzer gilt

E
((

HD
i − Ĥ

D

i

)

HD∗
i

)

= 0.
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Für die Kovarianzmatrix folgt damit

Ci := E
(

Ĥ
D

i Ĥ
D∗
i

)

= E
(

Ĥ
D

i Ĥ
D∗
i

)

+ E
((

HD
i − Ĥ

D

i

)

HD∗
i

)

= E
(

Ĥ
D

i Ĥ
D∗
i

)

+ E
(
HD

i H
D∗
i

)
− E

(

Ĥ
D

i H
D∗
i

)

= E
(

Ĥ
D

i Ĥ
D∗
i

)

+ E
(
HD

i H
D∗
i

)
− E

(

Ĥ
D

i H
D∗
i

)

+ E
(

HD
i Ĥ

D∗
i

)

− E
(

HD
i Ĥ

D∗
i

)

= E
((

HD
i − Ĥ

D

i

)(

HD
i − Ĥ

D

i

)∗)

+ E
(

HD
i Ĥ

D∗
i

)

= E
((

HD
i − Ĥ

D

i

)(

HD
i − Ĥ

D

i

)∗)

+ E
(
HD

i H
D∗
i

)
= MSEHD

i

(

Ĥ
D

i

)

+ σ2
hIrt

�

Da alle Verteilungen der Gleichung (5.9) jetzt bekannt sind, lässt sich die Syn-
entropie I

(
Y D, Y T ;XD | XT

)
numerisch berechnen.

5.3. Berechnung einiger Kapazitätsschranken

Die Maximierung der Synentropie ist ein noch offenes Problem. Die Kanalka-
pazität kann man daher nicht als geschlossenen Ausdruck angeben. Es lassen
sich jedoch obere wie untere Schranken angeben. Die untere Schranke stammt
ebenfalls aus [3], die obere Schranke ist eine Folgerung der Ergebnisse aus [3].
Für die Berechnung der Schranken benötigt man zunächst das folgende

Lemma 5.7 (Matrix Inversion Lemma). Gegeben sei eine positiv definite Ma-
trix A ∈ C

m×m der Form

A = B−1 + CD−1C∗

wobei B ∈ C
m×m positiv definit, C ∈ C

m×n und D ∈ C
n×n positiv definit. Die

Inverse der Matrix A ist dann gegeben durch

A−1 = B −BC (D + C∗BC)−1 C∗B.

Beweis. Dieser Beweis stammt aus [19]. Man beachte zunächst, dass sich die
Einheitsmatrix schreiben lässt als

Im = A−1A = A−1B−1 +A−1CD−1C∗.

Man multipliziere diesen Ausdruck von links mit B und erhalte

B = A−1 +A−1CD−1C∗B. (5.10)

Daraus folgt
B −A−1 = A−1CD−1C∗B. (5.11)

Multiplizieren von (5.10) von rechts mit CD−1 gibt

BCD−1 = A−1CD−1 +A−1CD−1C∗BCD−1 = A−1CD−1
(
In + C∗BCD−1

)
.

Daraus ergibt sich

A−1CD−1 = BCD−1
(
In +C∗BCD−1

)−1
.
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Weiteres Multiplizieren mit C∗B von rechts ergibt

A−1CD−1C∗B = BCD−1
(
In +C∗BCD−1

)−1
C∗B.

Mit (5.11) folgt

B −A−1 = BCD−1
(
In + C∗BCD−1

)−1
C∗B,

und somit

A−1 = B −BCD−1
(
In + C∗BCD−1

)−1
C∗B = B −BC (D + C∗BC)−1 C∗B.

�

Satz 5.8. Für den obigen P-CSI Kanal gilt

C ≥ 1

N

ND∑

i=1

E

(

log det

(

Ir +
P

t
(
Pσ2

h +N0

)ĤD
i ĤD∗

i

))

.

Beweis. Man lege die Inputverteilung fest als

XD
i ∼ SCN

(

0,
P

t
It

)

.

Man schreibe jetzt die Synentropie um zu

I
(

Y D
i ;X

D
i | ĤD

i

)

= H
(

XD
i | ĤD

i

)

−H
(

XD
i | Y D

i , ĤD
i

)

.

Für den ersten Summanden gilt nach der festgelegten Inputverteilung

H
(

XD
i | ĤD

i

)

= H
(
XD

i

)
= log det

(
πeCov

(
XD

i

))
= log det

(

πe
P

t
It

)

.

Für den zweiten Summanden benutze man die Methoden aus [13] wie folgt. Es
gilt zunächst

H
(

XD
i | Y D

i , ĤD
i

)

= H
(

XD
i −AY D

i | Y D
i , ĤD

i

)

≤ H
(
XD

i −AY D
i

)
≤ log det

(
πeCov

(
XD

i −AY D
i

))

für beliebige Matrix A ∈ C
t×r. Die Kovarianzmatrix in dieser Formel errechnet

sich als

Cov
(
XD

i −AY D
i

)
= Cov

(
XD

i

)
−ACov

(
Y D

i

)
A∗ =

P

t
It −ACov

(
Y D

i

)
A∗.

Die Kovarianzmatrix von Y D
i wiederum errechnet sich als

Cov
(
Y D

i

)
= Cov

(
HD

i X
D
i + ZD

i

)
= Cov

(
HD

i X
D
i

)
+N0Ir.

Die Kovarianzmatrix aus dieser Formel errechnet sich koordinatenweise

Cov
(
HD

i X
D
i

)

jk
= Cov

(
t∑

l=1

HD
ijlX

D
il ,

t∑

m=1

HD
ikmXD

im

)

= δjk

t∑

l=1

Var
(
HD

ijlX
D
il

)
,
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wobei gilt

Var
(
HD

ijlX
D
il

)
= E

(

HD
ijlX

D
il H

D
ijlX

D
il

)

− E
(
HD

ijlX
D
il

)
E
(

HD
ijlX

D
il

)

︸ ︷︷ ︸

=0

= E
(∣
∣HD

ijlX
D
il

∣
∣
2
)

= E
(∣
∣HD

ijl

∣
∣
2
)

E
(∣
∣XD

il

∣
∣
2
)

=
Pσ2

h

t
.

Jeweiliges Einsetzen in die Gleichungen liefert dann insgesamt

H
(

XD
i | Y D

i , ĤD
i

)

≤ log det
(
πeCov

(
XD

i −AY D
i

))

= log det

(

πe

(
P

t
It −ACov

(
Y D

i

)
A∗

))

= log det

(

πe

(
P

t
It −A

(
Cov

(
HiX

D
i

)
+N0Ir

)
A∗

))

= log det

(

πe

(
P

t
It −A

(
Pσ2

hIr +N0Ir
)
A∗

))

= log det

(

πe

(
P

t
It −

(
Pσ2

h +N0

)
AA∗

))

.

Man wähle die Matrix A jetzt speziell

A :=

√

P 2/t2

Pσ2
h +N0

ĤD∗
i Cov

(

ĤD
i X

D
i + Y D

i

)− 1

2

.

Damit folgt

H
(

XD
i | Y D

i , ĤD
i

)

≤ log det

(

πe

(
P

t
It −

P 2

t2
ĤD∗

i Cov
(

ĤD
i X

D
i + Y D

i

)−1
ĤD

i

))

, (5.12)

und somit auch

H
(

XD
i | Y D

i , ĤD
i

)

≤ E

(

log det

(

πe

(
P

t
It −

P 2

t2
ĤD∗

i Cov
(

ĤD
i X

D
i + Y D

i

)−1
ĤD

i

))

| ĤD
i

)

= E
(

log det (πeQ) | ĤD
i

)

mit

Q :=
P

t
It −

P 2

t2
ĤD∗

i

(
P

t
ĤD

i ĤD∗
i + Pσ2

hIr +N0Ir

)−1

ĤD
i .

Nochmaliges Anwenden des Erwartungswertes ergibt

H
(

XD
i | Y D

i , ĤD
i

)

≤ E (log det (πeQ)) .
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Nach dem “Matrix Inversion Lemma” 5.7 ist

Q−1 =
t

P
It − ĤD∗

i

(

−P

t
ĤD

i ĤD∗
i − Pσ2

hIr −N0Ir +
P

t
ĤD

i ĤD∗
i

)−1

ĤD
i

=
t

P
It +

1

Pσ2
h +N0

ĤD∗
i ĤD

i .

Somit ergibt sich

I
(

Y D
i ;X

D
i | ĤD

i

)

≤ E

(

log det

(

πe
P

t
It

)

− log det (πeQ)

)

= E

(

log det

(

πe
P

t
It

)

+ log det

(
1

πe
Q−1

))

= E

(

log det

(
P

t
Q−1

))

= E

(

log det

(

It +
P

t
(
Pσ2

h +N0

)ĤD∗
i ĤD

i

))

= E

(

log det

(

Ir +
P

t
(
Pσ2

h +N0

)ĤD
i ĤD∗

i

))

,

und für die Kapazität damit nach Korollar 5.5

C ≥ 1

N

ND∑

i=1

I
(

Y D
i ;X

D
i | ĤD

i

)

≥ 1

N

ND∑

i=1

E

(

log det

(

Ir +
P

t
(
Pσ2

h +N0

)ĤD
i ĤD∗

i

))

.

�

Auch hier weicht das Ergebnis leicht vom Ergebnis in [3] ab, wo die Sum-
me zusammengefasst wird. Diese Zusammenfassung der Summe ist jedoch nur
möglich, falls ĤD

i ĤD∗
i unabhängig von i ist, was im Allgemeinen jedoch nicht

der Fall ist.

Bemerkung 5.9. Zur Wahl der Matrix A ist zu bemerken, dass nach Bemer-
kung 6.3

A = Cov
(
XD

i , Y
D
i

)
Cov

(
Y D

i

)−1

möglicherweise eine gute Wahl wäre. Dass dies hier nicht der Fall ist, wird er-
sichtlich, wenn man beachtet, dass (vergleiche Beweis zu Satz 6.2, insbesondere
(6.2)) Cov

(
XD

i , Y
D
i

)
= 0 gilt, woraus lediglich die triviale Schranke C ≥ 0 folgt.

Die Wahl von A erfolgt lediglich aus rechentechnischen Gründen. Es ist nicht
auszuschließen, dass es eine bessere Wahl für A gibt, die ein besseres Ergebnis
liefert.
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Satz 5.10. Für den obigen P-CSI Kanal gilt

I
(

Y D
i ;X

D
i | ĤD

i

)

≤ rE

(

log

(

Pσ2
h

σ2
hX

D∗
i XD

i + tN0

))

+ E

(

log det

(

Ir +
1

σ2
h

ĤD
i ĤD∗

i

))

.

Beweis. Die Synentropie lässt sich umschreiben zu

I
(

Y D
i ;X

D
i | ĤD

i

)

= H
(

Y D
i | ĤD

i

)

−H
(

Y D
i | XD

i , ĤD
i

)

.

Für den ersten Summanden folgt

H
(

Y D
i | ĤD

i

)

≤ log det
(

πeCov
(

Y D
i | ĤD

i

))

,

wobei

Cov
(

Y D
i | ĤD

i

)

=
P

t
ĤD

i ĤD∗
i +

Pσ2
h

t
Ir +N0Ir.

Für den zweiten Summanden ist zunächst zu beachten, dass die zugehörige
bedingte Verteilung nach dem Beweis von Satz 5.4 SCN ist mit

Y D
i | XD

i , ĤD
i ∼ SCN

(

AD
i Ĥ

D

i ,AD
i C

ε
iAD∗

i +N0Ir

)

.

Damit ist

Cov
(

Y D
i | XD

i , ĤD
i

)

= AD
i E

((

HD
i − Ĥ

D

i

)(

HD
i − Ĥ

D

i

)∗
| ĤD

i ,X
D
i

)

AD∗
i +N0Ir

= E
(((

HD
i − ĤD

i

)

XD
i

)((

HD
i − ĤD

i

)

XD
i

)∗
+ ZD

i Z
D∗
i | ĤD

i ,X
D
i

)

= E
((

Y D
i − ĤD

i X
D
i

)(

Y D
i − ĤD

i X
D
i

)∗
| ĤD

i ,X
D
i

)

=
σ2
h

t
XD∗

i XD
i Ir +N0Ir.

Damit folgt für die Synentropie

I
(

Y D
i ;X

D
i | ĤD

i

)

≤ E



log
det
(

πe
(
P
t
ĤD

i ĤD∗
i +

Pσ2

h

t
Ir +N0Ir

))

det
(

πe
(
σ2

h

t
XD∗

i XD
i Ir +N0Ir

))





= E

(

log det

(
P

t
ĤD

i ĤD∗
i +

(
Pσ2

h

t
+N0

)

Ir

)(

t

σ2
hX

D∗
i XD

i + tN0

Ir

))

= E

(

log det

(

P

σ2
hX

D∗
i XD

i + tN0

ĤD
i ĤD∗

i +
Pσ2

h

σ2
hX

D∗
i XD

i + tN0

Ir

))

= E

(

log

(

Pσ2
h

σ2
hX

D∗
i XD

i + tN0

)r

det

(
1

σ2
h

ĤD
i ĤD∗

i + Ir

))

= rE

(

log

(

Pσ2
h

σ2
hX

D∗
i XD

i + tN0

))

+ E

(

log det

(
1

σ2
h

ĤD
i ĤD∗

i + Ir

))

.



5.4. WEITERE OPTIMIERUNGSANSÄTZE 47

�

Das folgende Korollar ist nicht in [3] enthalten.

Korollar 5.11. Für den obigen P-CSI Kanal gilt

C ≤ 1

N

ND∑

i=1

(

r log

(
Pσ2

h

tN0

)

+ E

(

log det

(

Ir +
1

σ2
h

ĤD
i ĤD∗

i

)))

.

Beweis. Es ist XD∗
i XD

i ≥ 0, damit folgt

E

(

log

(

Pσ2
h

σ2
hX

D∗
i XD

i + tN0

))

≤ log

(
Pσ2

h

tN0

)

.

Mit Satz 5.10 folgt die Behauptung. �

Die Ergebnisse über die Kanalkapazität werden noch einmal zusammengefasst
in dem folgenden

Korollar 5.12. Für den obigen P-CSI Kanal gilt

1

N

ND∑

i=1

E

(

log det

(

Ir +
P

t
(
Pσ2

h +N0

)ĤD
i ĤD∗

i

))

≤ C

≤ 1

N

ND∑

i=1

(

r log

(
Pσ2

h

tN0

)

+ E

(

log det

(

Ir +
1

σ2
h

ĤD
i ĤD∗

i

)))

.

5.4. Weitere Optimierungsansätze

Um die Kanalkapazität zu verbessern, ist es möglich, das Verhält-
nis von Test- zu Datensymbolen zu verändern. Im bisherigen Modell
aus [3] erfordert dies die äußerst aufwändige Berechnung der ĤD

i =

E
(
HD

i | XT
1 , . . . ,X

T
NT

, Y T
1 , . . . , Y

T
NT

)
, i = 1, . . . , ND, die durch die Anzahl der

Testsymbole indirekt beeinflusst werden. In [8] wird ein MIMO-Kanal mit Syn-
chronised Detection daher anders als in dieser Arbeit modelliert, um dieses
Problem abzuschwächen. Es wird davon ausgegangen, dass die Kanalmatrix
H zufällig ausgewürfelt wird, und dann über N Zeiteinheiten konstant bleibt.
Über diesen konstanten Kanal werden hintereinander die Test- und Datensym-
bole mit unterschiedlichen Leistungszuweisungen übertragen.

Dieses System wird ebenfalls durch einen Test- und einen Datenkanal model-
liert, wobei der Testkanal durch

YT :=

√
ρT
t
HX T + ZT

mit X T ∈ C
t×NT den Testsymbolen nebeneinander, YT ∈ C

r×NT den Out-
putsymbolen nebeneinander und ZT ∈ C

r×NT den additiven Störungen ne-
beneinander, jeweils in einer Matrix zusammengefasst, definiert ist. Der Wert
ρT bezeichne die SNR (Signal to Noise Ratio), die hier angegeben wird, weil
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während der Trainingsphase und der Datenübertragungsphase mit unterschied-
licher Leistung gesendet wird. Analog modelliert man den Datenkanal durch

YD :=

√
ρD
t
HXD + ZD

Im Paper wird für das Modell eine untere Schranke ähnlich wie in diesem Ka-
pitel ermittelt. Diese wird in Abhängigkeit von den gewählten Testsymbolen,
der Leistungszuweisung sowie dem Verhältnis von Test- zu Datensymbolen ma-
ximiert. Im Synchronised Detection Modell, wie es in den vorigen Abschnitten
eingeführt wurde, sind die ersten beiden Optimierungstechniken nicht sinnvoll,
da in der Realität die Test- und Datensymbole bei der Übertragung durch In-
terleaving derart durcheinander gemischt sind, dass sie weder mit unterschied-
lichen Leistungszuweisungen übertragen werden können, noch die Struktur der
Testsymbole bei der Übertragung erhalten bleibt und analysiert werden könnte.

Es bleibt die Optimierung des Verhältnisses von Test- zu Datensymbolen. Der
Ansatz aus [8] ist problematisch. In dieser Arbeit wird eine untere Schranke der
Kapazität der Form

C ≥ ND

N
E log (1 + ρλ)

gefolgert, wobei ρ := ρ (r, t,ND) die optimale Leistungszuweisung ist, und λ ein

Eigenwert der Matrix
(
1/σ2

ht
)
ĤDĤD∗. Dieser Ausdruck wird nach ND abge-

leitet. Dabei hängt die optimale Leistungszuweisung ρ von ND ab, aber insbe-
sondere auch die geschätzte Kanalmatrix, und damit auch ihre Eigenwerte, die
bei wachsendem ND eine bessere Qualität haben. Die Autoren beachten dies
in ihrem Paper nicht, wodurch ihnen die innere Ableitung des λ fehlt. Es ist
unbekannt, ob sich ĤD oder λ überhaupt geschlossen in Abhängigkeit von ND

darstellen lassen.



KAPITEL 6

Senderseitig partiell bekannte Kanäle

6.1. Modellierung von senderseitigem P-CSI

Die bisherigen Kapitel, ausgenommen Abschnitt 4.1, differenzierten nur zwi-
schen der Kenntnis der Kanalinformation an der Empfängerseite. In diesem
Kapitel wird der Fall betrachtet, dass schon senderseitig die Kanalinformation
partiell bekannt ist, und empfängerseitig kein zusätzliches Wissen über den Ka-
nal erlangt wird. Das lässt sich dadurch modellieren, dass die Kanalmatrix H in
einen konstanten Teil H̄, der z.B. durch Kanalschätzung bekannt ist, sowie einen
zufälligen Fehler H̃ zerfällt. Bei der Bestimmung von Kapazitätsschranken ei-
nes Kanals mit senderseitigem P-CSI tauchen viele Parallelen zur Synchronised
Detection auf. Insbesondere der direkte Vergleich der Schranken wird sich als
interessant erweisen. In diesem Kapitel werden diese beiden Kanalmodelle an
zwei Beispielen konkret verglichen. Eine allgemeinere Gegenüberstellung findet
sich im nachfolgenden Kapitel 7. Das Modell in diesem Kapitel basiert auf einem
Kanalmodell aus [13]. Die Ergebnisse werden erweitert, Unklarheiten aus dem
Paper beseitigt, Grenzwertbetrachtungen gemacht, sowie aus den Abschätzun-
gen der Synentropie auch eine obere Schranke für die Kanalkapazität gefolgert.
Anhand einiger Beispiele werden die obere und die untere Schranke in geschlos-
sener Darstellung ausgerechnet.

Modell 6.1. Es seien r, t ∈ N und H ∈ C
r×t mit

H = H̄+ H̃,

wobei H̄ ∈ C
r×t fest und H̃ ∈ C

r×t eine Zufallsmatrix, wobei für jeden Eintrag

H̃ij ∼ SCN
(
0, σ̃2

h

)

gelte. Die einzelnen Einträge seien dabei stochastisch unabhängig. Es sei Z ∈ C
r

mit
Z ∼ SCN(0, N0Ir)

für für ein N0 > 0 unabhängig von dem oben definierten H̃. Seien P > 0 und
X ∈ C

t unabhängig von H̃ und Z. Weiterhin sei

E (X⋆X) ≤ P.

Der Outputvektor ist definiert als

Y := HX + Z = H̄X + H̃X + Z.

Die im Modell verwendeten Symbole sind in Tabelle 6.1 zusammengefasst.
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Tabelle 6.1. Interpretation der Symbole im senderseitigen P-
CSI MIMO-Modell

Mathematische Definition Definition
r ∈ N Empfangsantennen (receive)
t ∈ N Sendeantennen (transmit)
P > 0 Leistungsbeschränkung
X ∈ C

t Inputvektor
Y ∈ C

r Outputvektor
Z ∈ C

r additive Störung
H ∈ C

r×t Kanalmatrix
H̄ ∈ C

r×t Konstanter Teil der Kanalmatrix

H̃ ∈ C
r×t Zufälliger Teil der Kanalmatrix

σ̃2
h > 0 Fading-Varianz

N0 > 0 Varianz der additiven Störung

Technische Realisierung:

Man legt diesem Modell ein Modell mit Synchronised Detection zugrunde. Den
Schätzer ĤD für die KanalmatrixH sendet der Empfänger über einen Feedback-
Kanal zurück zum Sender. Durch weitere Störungen erhält der Sender die Ma-
trix H̄. Dabei geht man davon aus, dass der Fehler H̃ = H−H̄ ebenfalls wieder
SCN-verteilt ist. Auf eine Modellierung mit Synchronised Detection im selben
Modell wird in dieser Arbeit verzichtet, ebenso wie auf die Modellierung des
Feedback-Kanals. Eine Veranschaulichung des Modells findet sich in Abbildung
6.1. Dabei ist noch zu beachten, dass die zusätzlichen Störungen beim Feedback
im hier verwendeten Modell keine Rolle spielen, sondern vernachlässigt werden.
Für die Varianz σ̃2

h ist zu beachten, dass

σ̃2
h = σ2

h − σ̂2
h

gilt, wobei σ̂2
h die Varianz der Komponenten der geschätzten Matrix ĤD ist.

Insbesondere gilt in der Realität daher in der Regel σ̃2
h < σ2

h. Weiterhin ist zu

beachten, dass in der Realität die Qualität der Schätzmatrix ĤD unter anderem
von der Stärke der additiven Störung abhängt, und damit die Restvarianz σ̃2

h

nicht unabhängig von der Varianz N0 des Rauschens ist. Im Modell wird diese
Abhängigkeitsstruktur vernachlässigt, und die beiden Zufallselemente H̃ und Z
als unabhängig vorausgesetzt.

6.2. Bestimmung einiger Kapazitätsschranken

Man geht davon aus, dass H̄ sowohl beim Sender als auch beim Empfänger be-
kannt ist, H̃ jedoch weder beim Sender noch beim Empfänger. Die Ausgabe des
Kanals ist daher lediglich das Y . Die Synentropie des Kanals ist daher gegeben
durch I (X ;Y ). Die Maximierung dieses Ausdrucks ist ein offenes Problem. Es
lassen sich jedoch sowohl obere als auch untere Schranken angeben. Eine untere
Schranke für die Kapazität wird im folgenden Satz angegeben:
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Abbildung 6.1. Übertragungsmodell eines senderseitigen P-
CSI MIMO-Kanals

X
⊗

H

⊕

Z

Y

Synchronised Detection

ĤD

FeedbackH̄

weitere Störungen

Satz 6.2. Für den obigen senderseitigen P-CSI-Kanal aus Modell 6.1 gilt

C ≥ log det

(

Ir +
P

t
(
Pσ̃2

h +N0

)H̄H̄∗

)

.

Beweis. Da die Kapazität die Maximierung über alle Inputverteilungen be-
deutet, kann eine untere Schranke durch Festhalten einer bestimmten Inputver-
teilung gefunden werden. Sei also

X ∼ SCN

(

0,
P

t
It

)

.

Dann weiß man schon, dass

H (X) = log det

(
πeP

t
It

)

= t log

(
πeP

t

)

(6.1)

ist. Außerdem gilt analog zum Beweis von Satz 5.8

H (X | Y ) = H (X −AY | Y ) ≤ H(X −AY ) ≤ log det (πeCov (X −AY ))

für beliebige Matrizen A ∈ C
t×r. Man wähle nun speziell

A := Cov (X,Y )Cov (Y )−1

und erhalte die folgende Darstellung

A = Cov (X,Y )Cov (Y )−1 = Cov
(

X, H̄X + H̃X + Z
)

Cov (Y )−1

=
(

Cov
(
X, H̄X

)
+Cov

(

X, H̃X
))

Cov (Y )−1 .
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Komponentenweise gilt

Cov
(

X, H̃X
)

ij
= Cov

(

Xi,
(

H̃X
)

j

)

= Cov

(

Xi,

t∑

k=1

H̃jkXk

)

(6.2)

=

t∑

k=1

Cov
(

Xi, H̃jkXk

)

= Cov
(

Xi, H̃jiXi

)

= E
(

(Xi − EXi)
(

H̃jiXi − E H̃jiEXi

))

= E
(

X2
i H̃ji

)

= EX2
i E H̃ji = 0,

damit folgt

A = Cov
(
X, H̄X

) (

Cov
(
H̄X

)
+Cov

(

H̃X
)

+N0Ir

)−1
.

Unter Zuhilfenahme der beiden Formeln

Cov
(
H̄X

)
= H̄Cov (X) H̄∗ =

P

t
H̄H̄∗

und

Cov
(
X, H̄X

)
= Cov (X) H̄∗ =

P

t
H̄∗

gilt

A =
P

t
H̄∗

(

Cov
(

H̃X
)

+
P

t
H̄H̄∗ +N0Ir

)−1

,

und damit

Cov (X −AY ) = CovX −ACov (Y )A∗ =

P

t
It −

P 2

t2
H̄∗

(

Cov
(

H̃X
)

+
P

t
H̄H̄∗ +N0Ir

)−1

H̄.

Nach Anwendung des Matrix Inversion Lemma 5.7 in umgekehrter Richtung
folgt

Cov (X −AY )−1 =
t

P
It + H̄∗

(

Cov
(

H̃X
)

+N0Ir

)−1
H̄.

Damit gilt für die bedingte Entropie

H (X | Y ) ≤ H(X −AY ) ≤ log det (πeCov (X −AY ))

≤ − log det

(
1

πe

(
t

P
It + H̄∗

(

Cov
(

H̃X
)

+N0Ir

)−1
H̄
))

. (6.3)
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Damit folgt für die Synentropie insgesamt mit (6.1) und (6.3)

I (X ;Y ) = H (X)−H (X | Y )

≥ log det

(
πeP

t
It

)

+ log det

(
1

πe

(
t

P
It + H̄∗

(

Cov
(

H̃X
)

+N0Ir

)−1
H̄
))

= log det

(

It +
P

t
H̄∗
(

Cov
(

H̃X
)

+N0Ir

)−1
H̄
)

= log det

(

Ir +
P

t

(

Cov
(

H̃X
)

+N0Ir

)−1
H̄H̄∗

)

.

Die Kovarianzmatrix errechnet sich komponentenweise

Cov
(

H̃X
)

ij
= Cov

(
t∑

k=1

H̃ikXk,
t∑

l=1

H̃jlXl

)

= δij

t∑

k=1

Var
(

H̃ikXk

)

,

wobei gilt

Var
(

H̃ikXk

)

= E
(

H̃ikXkH̃ikXk

)

− E
(

H̃ikXk

)

E
(

H̃ikXk

)

︸ ︷︷ ︸

=0

= E

(∣
∣
∣H̃ikXk

∣
∣
∣

2
)

= E

(∣
∣
∣H̃ik

∣
∣
∣

2
)

E
(

|Xk|2
)

=
Pσ̃2

h

t
.

Damit gilt

I (X;Y ) ≥ log det

(

Ir +
P

t

(

Cov
(

H̃X
)

+N0Ir

)−1
H̄H̄∗

)

= log det

(

Ir +
P

t
(
Pσ̃2

h +N0

)H̄H̄∗

)

und somit auch

C ≥ log det

(

Ir +
P

t
(
Pσ̃2

h +N0

)H̄H̄∗

)

.

�

Bemerkung 6.3. Im Beweis wird die Matrix A gewählt als

A = Cov (X,Y )Cov (Y )−1 .

Es stellt sich hier die Frage, wie gut diese Wahl des A ist, da keinerlei Ein-
schränkung für die Wahl gemacht wurde. Für die Abschätzung nach oben möchte
man den Vektor X − AY möglichst klein halten. Da EX = EY = 0 gilt, folgt
für die bedingte Erwartung nach Satz 2.19, dass

AY = Cov (X,Y )Y = E(X | Y )

gilt. Somit sieht man, dass die Wahl von A in der Tat gut ist. Dass diese
Strategie zur Wahl von A nicht die beste sein muss, kann man am Beweis von
Satz 5.8 und Bemerkung 5.9 sehen.
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Vergleicht man dieses Ergebnis direkt mit dem Ergebnis aus Satz 5.8 für eine
untere Schranke der Kapazität

1

N

ND∑

i=1

E

(

log det

(

Ir +
P

t
(
Pσ2

h +N0

)ĤD
i ĤD∗

i

))

im Synchronised Detection Modell, sieht man, dass die Summe bei von i un-
habhängigen ĤD

i ĤD∗
i zusammengefasst werden kann zu

ND

N
E

(

log det

(

Ir +
P

t
(
Pσ2

h +N0

)ĤD
i ĤD∗

i

))

,

und die untere Schranke bis auf den Faktor ND/N gleich ist. Weiterhin ist zu
beachten, dass im senderseitigen P-CSI-Modell in der Realität ebenfalls Test-
symbole vorangeschickt werden, um den konstanten Teil der Kanalmatrix zu
bestimmen, die die Kapazität dieses Kanals um den Faktor ND/N verringern.
Im Modell in diesem Kapitel ist vorausgesetzt, dass die Kanalschätzung und das
Feedback der geschätzten Kanalmatrix zum Zeitpunkt der Übertragung bereits
geschehen sind und keinen Einfluss auf die Kapazität ausüben. Des Weiteren
wurden zur Bestimmung der unteren Schranke sowohl im senderseitigen P-CSI-
Modell als auch im Synchronised Detection Modell jeweils die Inputvektoren auf
der gleichen Inputverteilung festgehalten, nämlich symmetrisch komplex nor-
malverteilt mit Parametern

(
0, P

t
Ir
)
. Das heißt, dass der entscheidende Faktor

hier das σ2
h ist, das in beiden Modellen unterschiedlich ist. Während im Syn-

chronised Detection Modell diese Varianz die der gesamten Kanalmatrix ist, ist
beim senderseitigen P-CSI σ̃2

h die Varianz der Fehlermatrix, die in der Regel
deutlich kleiner ist, je nach Güte der Kanalschätzung. Man sieht, dass die unte-
re Kapazitätsschranke im senderseitigen P-CSI dadurch deutlich größer werden
kann als bei Synchronised Detection.

Beispiel 6.4. Gegeben sei der obige Kanal mit der unteren Kapazitätsschranke
aus Satz 6.2. Sei r := 1 und t >> 0. Man nehme an, dass die Summe

t∑

i=1

(

Re
(
H̄1i

)2
+ Im

(
H̄1i

)2
)

≈ qt

ungefähr linear in t sei. Dann vereinfacht sich die Kapazitätsschranke zu

C ≥ log det

(

1 +
P

t
(
Pσ̃2

h +N0

)H̄H̄∗

)

= log

(

1 +
P

t
(
Pσ̃2

h +N0

)

t∑

i=1

H̄1i
¯̄H1i

)

= log

(

1 +
P

t
(
Pσ̃2

h +N0

)

t∑

i=1

(

Re
(
H̄1i

)2
+ Im

(
H̄1i

)2
)
)

≈ log

(

1 +
Pq

(
Pσ̃2

h +N0

)

)

.
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Man erkennt, dass die rechte Seite unabhängig von t ist, und damit auch ins-
besondere

lim
t→∞

log det

(

1 +
P

t
(
Pσ̃2

h +N0

)H̄H̄∗

)

= log

(

1 +
Pq

(
Pσ̃2

h +N0

)

)

gilt.

Falls man in diesem Beispiel annimmt, dass die Leistungsbeschränkung P
abhängig von der Anzahl t der Sendeantennen ist, etwa P := P (t) := tc, ergibt
sich die Rechnung

C ≥ log

(

1 +
tc

t
(
tcσ̃2

h +N0

)

t∑

i=1

(

Re
(
H̄1i

)2
+ Im

(
H̄1i

)2
)
)

≈ log

(

1 +
cqt

tcσ̃2
h +N0

)

.

Damit ergibt sich für den Grenzwert

lim
t→∞

log det

(

1 +
P

t
(
Pσ̃2

h +N0

)H̄H̄∗

)

= log

(

1 +
q

σ̃2
h

)

Beispiel 6.5. Sei nun t := 1 und r >> 0, und man nehme an, dass die Summe

r∑

i=1

(

Re
(
H̄1i

)2
+ Im

(
H̄1i

)2
)

≈ qr

ungefähr linear in r sei. Damit vereinfacht sich die Schranke zu

C ≥ log det

(

Ir +
P

Pσ̃2
h +N0

H̄H̄∗

)

= log det

(

It +
P

Pσ̃2
h +N0

H̄∗H̄
)

= log det

(

1 +
P

Pσ̃2
h +N0

r∑

i=1

H̄1i
¯̄H1i

)

= log det

(

1 +
P

Pσ̃2
h +N0

t∑

i=1

(

Re
(
H̄1i

)2
+ Im

(
H̄1i

)2
)
)

≈ log

(

1 +
Pqr

P σ̃2
h +N0

)

.

Für den Grenzwert in r erhält man somit

lim
r→∞

log det

(

Ir +
P

Pσ̃2
h +N0

H̄H̄∗

)

= ∞

Um eine obere Schranke der Kapazität zu finden, betrachtet man zunächst die
Synentropie und schätzt diese nach oben ab.
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Satz 6.6. Für den obigen senderseitigen P-CSI-Kanal aus Modell 6.1 gilt

I (X;Y ) ≤ log det

(

1

N0
H̄Cov (X) H̄∗ +

(

σ̃2
h

N0

t∑

k=1

Var (Xk) + 1

)

Ir

)

.

Beweis. Mit Anwendung von Satz 2.14 und analogen Schlussfolgerungen wie
im Beweis von Satz 4.16 erhält man

I (X;Y ) ≤ I (X ;Y | H) = EH (H (Y )−H(Z))

= EH (H (Y )− log det (πeN0Ir)) .

Dieser Ausdruck bleibt zu maximieren. Die Entropie H (Y ) wird maximal, wenn
Y ∼ SCN (0,Cov (Y )) . In diesem Fall ist

H (Y ) = log det (πeCov (Y )) .

Dann ist wegen der Konvexität der Logarithmusfunktion und der Linearität der
Determinante

EH (H (Y )) = EH (log det (πeCov (Y )))

≤ log (EH (det (πeCov (HX + Z))))

= log (EH (det (πe (HCov (X)H∗ +N0Ir))))

= log
(

EH

(

det
(

πe
((

H̄ + H̃
)

Cov (X)
(

H̄ + H̃
)∗

+N0Ir

))))

= log det
(

πe
(

H̄Cov (X) H̄∗ + E
(

H̃Cov (X) H̃∗
)

+N0Ir

))

.

Komponentenweise gilt

(

E
(

H̃Cov (X) H̃∗
))

ij
= E

(
t∑

k=1

t∑

l=1

H̃ilCov (Xl,Xk)
¯̃Hjk

)

=

t∑

k=1

t∑

l=1

Cov (Xl,Xk) E
(

H̃il
¯̃Hjk

)

= δij

t∑

k=1

σ̃2
hVar (Xk)

= δij σ̃
2
h

t∑

k=1

Var (Xk),

und damit folgt insgesamt

H (Y ) ≤ log det

(

πe

(

H̄Cov (X) H̄∗ +

(

σ̃2
h

t∑

k=1

Var (Xk) +N0

)

Ir

))

.

Damit folgt für die Synentropie insgesamt

I (X;Y ) ≤ log det

(

1

N0
H̄Cov (X) H̄∗ +

(

σ̃2
h

N0

t∑

k=1

Var (Xk) + 1

)

Ir

)

.

�
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Dieses Ergebnis aus [13] ist nicht unabhängig von der Inputverteilung, daher
liefert es an sich noch keine Abschätzung für dir Kanalkapazität. An dieser Stelle
ist es interessant zu ergründen, ob es möglich ist, durch geschicktes Abschätzen
die Inputverteilung zu eliminieren und gleichzeitig die obere Schranke nicht zu
groß zu machen. Ein Versuch dazu findet sich im folgenden

Satz 6.7. Für den obigen senderseitigen P-CSI-Kanal aus Modell 6.1 gilt

C ≤
r∑

i=1

log





P
(

4Hi +H2
i,max + σ̃2

h

)

N0
+ 1



,

wobei

H2
i,max := max

{∣
∣H̄il

∣
∣2 | l = 1, . . . , t

}

und

Hi :=

√
√
√
√

t∑

l=1

∣
∣H̄il

∣
∣2

t∑

k=l+1

∣
∣H̄ik

∣
∣2.

Beweis. Nach der Hadamard-Ungleichung 4.5 gilt

det

(

1

N0
H̄Cov (X) H̄∗ +

(

σ̃2
h

N0

t∑

k=1

Var (Xk) + 1

)

Ir

)

≤
r∏

i=1

∣
∣
∣
∣
∣

1

N0

t∑

l=1

t∑

k=1

H̄ilCov (Xl,Xk)
¯̄Hik +

σ̃2
h

N0

t∑

k=1

Var (Xk) + 1

∣
∣
∣
∣
∣

≤
r∏

i=1

(

1

N0

t∑

l=1

t∑

k=1

∣
∣H̄il

∣
∣ |Cov (Xl,Xk)|

∣
∣H̄ik

∣
∣+

σ̃2
h

N0

t∑

k=1

Var (Xk) + 1

)

≤
r∏

i=1

(

1

N0

t∑

l=1

t∑

k=1

∣
∣H̄il

∣
∣ |Cov (Xl,Xk)|

∣
∣H̄ik

∣
∣+

σ̃2
hP

N0
+ 1

)

.

Zur Abschätzung der |Cov (Xl,Xk)| ist zu beachten, dass für die Korrelations-
koeffizienten nach Satz 2.7 gilt

|Cov (Xl,Xk)| ≤
√

Var (ReXl) Var (ReXk) +
√

Var (ReXl)Var (ImXk)

+
√

(Var ImXl) Var (ReXk) +
√

Var (ImXl)Var (ImXk).
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Mit dieser Abschätzung folgt

t∑

l=1

t∑

k=1

∣
∣H̄il

∣
∣ |Cov (Xl,Xk)|

∣
∣
∣
¯̄Hik

∣
∣
∣

≤ 2
t∑

l=1

t∑

k=l+1

√

Var (ReXl)Var (ReXk)
∣
∣
∣H̄il

¯̄Hik

∣
∣
∣

+ 2

t∑

l=1

t∑

k=l+1

√

Var (ReXl) Var (ImXk)
∣
∣
∣H̄il

¯̄Hik

∣
∣
∣

+ 2

t∑

l=1

t∑

k=l+1

√

Var (ImXl) Var (ReXk)
∣
∣
∣H̄il

¯̄Hik

∣
∣
∣

+ 2

t∑

l=1

t∑

k=l+1

√

Var (ImXl) Var (ImXk)
∣
∣
∣H̄il

¯̄Hik

∣
∣
∣

+

t∑

l=1

Var (Xl)
∣
∣H̄il

∣
∣2,

und damit auch

t∑

l=1

t∑

k=1

∣
∣H̄il

∣
∣ |Cov (Xl,Xk)|

∣
∣
∣
¯̄Hik

∣
∣
∣

≤ 2

t∑

l=1

t∑

k=l+1

√

Var (ReXl)Var (ReXk)
∣
∣H̄ilH̄ik

∣
∣

+ 2

t∑

l=1

t∑

k=l+1

√

Var (ReXl) Var (ReXk)
∣
∣H̄ilH̄ik

∣
∣

+ 2

t∑

l=1

t∑

k=l+1

√

Var (ReXl) Var (ImXk)
∣
∣H̄ilH̄ik

∣
∣

+ 2
t∑

l=1

t∑

k=l+1

√

Var (ReXl) Var (ImXk)
∣
∣H̄ilH̄ik

∣
∣+ PH2

i,max.
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Mit zweimaliger Anwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt die
Abschätzung

t∑

l=1

t∑

k=l+1

√

Var (ReXl) Var (ReXk)
∣
∣H̄ilH̄ik

∣
∣ (6.4)

=

t∑

l=1

√

Var (ReXl)
∣
∣H̄il

∣
∣

t∑

k=l+1

√

Var (ReXk)
∣
∣H̄ik

∣
∣

≤
t∑

l=1

√

Var (ReXl)
∣
∣H̄il

∣
∣

√
√
√
√

t∑

k=l+1

Var (ReXk)

t∑

k=l+1

∣
∣H̄ik

∣
∣

≤

√
√
√
√

t∑

l=1

Var (ReXl)

t∑

l=1

∣
∣H̄il

∣
∣2

t∑

k=l+1

Var (ReXk)

t∑

k=l+1

∣
∣H̄2

ik

∣
∣

≤
t∑

l=1

Var (ReXl)

√
√
√
√

t∑

l=1

∣
∣H̄il

∣
∣2

t∑

k=l+1

∣
∣H̄2

ik

∣
∣2.

Durch analoge Rechnungen ergeben sich

t∑

l=1

t∑

k=l+1

√

Var (ReXl)Var (ImXk)
∣
∣H̄ilH̄ik

∣
∣ (6.5)

≤
t∑

l=1

√

Var (ReXl) Var (ImXl)

√
√
√
√

t∑

l=1

∣
∣H̄il

∣
∣2

t∑

k=l+1

∣
∣H̄ik

∣
∣2,

t∑

l=1

t∑

k=l+1

√

Var (ImXl)Var (ReXk)
∣
∣H̄ilH̄ik

∣
∣ (6.6)

≤
t∑

l=1

√

Var (ReXl) Var (ImXl)

√
√
√
√

t∑

l=1

∣
∣H̄il

∣
∣2

t∑

k=l+1

∣
∣H̄ik

∣
∣2

und

t∑

l=1

t∑

k=l+1

√

Var (ImXl) Var (ImXk)
∣
∣H̄ilH̄ik

∣
∣ (6.7)

≤
t∑

l=1

Var (ImXl)

√
√
√
√

t∑

l=1

∣
∣H̄il

∣
∣2

t∑

k=l+1

∣
∣H̄ik

∣
∣2.

Man erkennt, dass die beiden mittleren Summanden (6.5) und (6.6) die gleiche
obere Schranke haben, sowie dass für die Summe des ersten (6.4) und letzten
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Summanden (6.7)

t∑

l=1

t∑

k=l+1

(√

Var (ReXl)Var (ReXk) +
√

Var (ImXl)Var (ImXk)
) ∣
∣H̄ilH̄ik

∣
∣

≤
(

t∑

l=1

Var (ReXl) +
t∑

l=1

Var (ImXl)

)

Hi =

(
t∑

l=1

Var (Xl)

)

Hi ≤ PHi

gilt.

Um die beiden mittleren Summanden (6.5) und (6.6) abzuschätzen, betrachtet
man zunächst die binomische Formel

0 ≤
(√

Var (ReXl)−
√

Var (ImXl)
)2

= Var (ReXl)− 2
√

Var (ReXl)
√

Var (ImXl) + Var (ImXl)

für alle l = 1, . . . , t.

Damit erhält man

2
√

Var (ReXl)Var (ImXl) ≤ Var (ReXl) + Var (ImXl) ,

und somit für die Summe der mittleren Summanden (6.5) und (6.6)

t∑

l=1

t∑

k=l+1

(√

Var (ReXl)Var (ImXk) +
√

Var (ImXl) Var (ReXk)
) ∣
∣
∣H̄il

¯̄Hik

∣
∣
∣

≤
t∑

l=1

2
√

Var (ReXl) Var (ImXl)Hi

≤
t∑

l=1

(Var (ReXl) + Var (ImXl))Hi ≤ PHi

Damit ergibt sich die Abschätzung der Determinante

det

(

1

N0
H̄Cov (X) H̄∗ +

(

σ̃2
h

N0

t∑

k=1

Var (Xk) + 1

)

Ir

)

≤
r∏

i=1




P
(

4Hi +H2
i,max + σ̃2

h

)

N0
+ 1



.
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Somit hat man für die Synentropie

I (X;Y ) ≤ log det

(

1

N0
H̄Cov (X) H̄∗ +

(

σ̃2
h

N0

t∑

k=1

Var (Xk) + 1

)

Ir

)

≤ log





r∏

i=1





P
(

4Hi +H2
i,max + σ̃2

h

)

N0
+ 1









=

r∑

i=1

log





P
(

4Hi +H2
i,max + σ̃2

h

)

N0
+ 1



.

�

Im Gegensatz zu den unteren Kapazitätsschranken im Synchronised Detection
Modell 5.1 und diesem, die ähnlich aussehen, weicht die obere Schranke sehr
von der aus Korollar 5.11 ab. Aus den gleichen Überlegungen wie vorher kann
man die obere Schranke des Synchronised Detection Modells vereinfachen zu

r log

(
Pσ2

h

tN0

)

+ log det

(

Ir +
1

σ2
h

H̄H̄∗

)

.

Zunächst kann man die beiden Schranken direkt an einigen einfachen Beispielen
vergleichen.

Beispiel 6.8. Seien r = t =: n und H̄ := In. Für die Schranke im Synchronised
Detection Modell folgt dann

C ≤ n log

(
Pσ2

h

nN0

)

+ log det

(

In +
1

σ2
h

In

)

= n log

(
Pσ2

h

nN0

)

+ log

((

1 +
1

σ2
h

)n)

= n log

(
Pσ2

h

nN0

)

+ n log

(

1 +
1

σ2
h

)

= n log

(

P
(
1 + σ2

h

)

nN0

)

.

Im senderseitig partiell bekannten Modell hingegen gilt

C ≤
n∑

i=1

log




P
(

4Hi +H2
i,max + σ̃2

h

)

N0
+ 1





= n log

(

P
(
1 + σ̃2

h

)

N0
+ 1

)

.

Man kann erkennen, dass die zweite Schranke in der Regel etwas größer ist.
Dieses Ergebnis war anzunehmen, da durch das Feedback eine Vergrößerung
der Kapazität angestrebt wurde. Ob dies tatsächlich ereicht wurde, ist durch
diese Beispiele jedoch nicht beweisbar. Zu beachten ist außerdem noch, dass im
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Fall einer einzelnen Sende- und Empfangsantenne (SISO) n = 1 gilt, und bei
sehr guter Kanalschätzung die Varianz des Fehlers σ̃2

h im senderseitigen P-CSI
Modell sehr klein wird. So ist es durchaus möglich, dass die obere Schranke in
diesem Modell sogar etwas kleiner wird als im Synchronised Detection Modell.
Dies ist genau der Fall, wenn σ̃2

h < σ2
h − N0/P gilt, sofern die rechte Seite

positiv bleibt.

Beispiel 6.9. Sei H̄ := 1r×t. Zur Berechnung der Schranken benötigt man noch
die Detrminante der Matrix Ir +

(
1/σ2

h

)
1r×t1

∗
r×t = Ir +

(
t/σ2

)
1r×r. Durch

Induktion folgt

det

(

Ir +
t

σ2
h

1r×r

)

= det











1 + t
σ2

h

t
σ2

h

. . . t
σ2

h

t
σ2

h

. . .
. . .

...

...
. . .

. . . t
σ2

h
t
σ2

h

. . . t
σ2

h

1 + t
σ2

h











r×r

= det











1 + t
σ2

h

t
σ2

h

. . . . . . t
σ2

h

−1 1 0 . . . 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
0 . . . 0 −1 1











r×r

= 1 +
t

σ2
h

+ det











t
σ2

h

. . . . . . . . . t
σ2

h

−1 1 0 . . . 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
0 . . . 0 −1 1











(r−1)×(r−1)

= 1 +
t

σ2
h

+
t

σ2
h

+ det











t
σ2

h

. . . . . . . . . t
σ2

h

−1 1 0 . . . 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
0 . . . 0 −1 1











(r−2)×(r−2)

= . . . = 1 +
rt

σ2
h

.

Damit erhält man für die obere Schranke im Fall von Synchronised Detection

C ≤ r log

(
Pσ2

h

tN0

)

+ log det

(

Ir +
t

σ2
h

1r×r

)

= r log

(
Pσ2

h

tN0

)

+ log

(

1 +
rt

σ2
h

)

.
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Im Fall des senderseitig partiell bekannten Kanals hat man, wenn man beachtet,
dass Hi ≡

√

(t (t− 1)) /2 und H2
i,max ≡ 1 gilt,

C ≤ r log




P
(

2
√

2t (t− 1) + 1 + σ̃2
h

)

N0
+ 1



 .

Dann gilt

r log

(
Pσ2

h

tN0

)

+ log

(

1 +
rt

σ2
h

)

≤ r log




P
(

2
√

2t (t− 1) + 1 + σ̃2
h

)

N0
+ 1





genau dann, wenn

σ2
h

t
r

√

1 +
rt

σ2
h

≤ 2
√

2t (t− 1) + 1 + σ̃2
h +

N0

P
.

Durch den letzten Summanden kann die rechte Seite beliebig groß werden. Da er
auf jeden Fall größer als Null ist, kann man ihn vernachlässigen. In der Realität
hätte eine Erhöhung von N0 eine Verschlechterung der Kanalschätzung, und
damit eine gleichzeitige Erhöhung von σ̃2

h zur Folge, da dies aber ebenfalls die
rechte Seite vergrößert, und σ̃2

h auch nicht größer werden kann als σ2
h, wird

dieser Effekt hier nicht weiter beachtet.

Im Fall, dass r = t =: n = 1 und σ̃2
h = σ2

h gilt, unterscheiden sich die beiden
Seiten nur durch den Summanden N0/P . Bei wachsenden n wird die linke Seite
kleiner, sowie die rechte Seite größer. Wenn allerdings σ̃2

h kleiner wird, wird
auch die rechte Seite kleiner. Damit ist auch in diesem Beispiel eine Möglichkeit
gefunden, wo die obere Schranke im senderseitigen P-CSI kleiner ist als bei
Synchronised Detection.





KAPITEL 7

Simulationen

In den vorigen Kapiteln wurden insgesamt vier Modelle behandelt:

• Die Kanalmatrix ist fest (d.h. senderseitig vollständig bekannt),
• zufällig (d.h. empfängerseitig vollständig bekannt),
• Synchronised Detection (d.h. die Kanalmatrix ist empfängerseitig par-
tiell bekannt),

• und schließlich ein senderseitig partiell bekannter Kanal.

Für diese Modelle wurden jeweils Ausdrücke für die Kapazität hergeleitet bzw.
eine obere und eine untere Schranke gefunden.

Um diese Ergebnisse grafisch darzustellen und vergleichen zu können, wurden
einige Simulationen durchgeführt. Der zugehörige Quellcode findet sich im An-
hang A. Das Szenario wird mit konstanter Anzahl Empfangsantennen r := 3
gewählt, da hier die Determinantenberechnung noch nicht zu aufwändig wird.
Die Leistungsbeschränkung wird gewählt als P := 10, und die Varianzen als
σ2
h := 1 und N0 := 1. Die Varianz σ̃2

h der Fehlermatrix H̃ sei 1/10 der Vari-
anz der Kanalmatrix. Die Anzahl der Empfangsantennen t läuft von 1 bis 15.
Für jedes t werden 10000 unabhängige Kanalmatrizen erzeugt, die für jedes
Modell einheitlich verwendet werden, entweder als bekannte Kanalmatrix, als
geschätzte Kanalmatrix oder als unbekannte Kanalmatrix innerhalb des Erwar-
tungswertes. Als Basis der Logarithmen wird jeweils e gewählt. Alle Ergebnisse
finden sich im Diagramm in Abbildung 7.1

Die blaue Linie bezeichnet die Kapazität bei fester Kanalmatrix aus Kapitel
4.1, die grüne Linie die Kapazität bei zufälliger Kanalmatrix aus Abschnitt 4.2
Die schwarzen Linien sind die Kapazitätsschranken von Synchronised Detection
aus Kapitel 5 und die roten Linien die Schranken von senderseitigem P-CSI aus
Kapitel 6.

Man sieht sofort, dass die Kapazität bei fester Kanalmatrix wie erwartet we-
sentlich schneller wächst als bei zufälliger Kanalmatrix. Bei geringer Anzahl
von Sendeantennen ist jedoch kein großer Unterschied feststellbar.

Weiterhin fällt auf, dass die obere Schranke des Synchronised Detection Modells
für große t sich der Kapazität bei zufälliger Kanalmatrix annähert. D.h., dass in
diesem Fall die Kapazität bei senderseitig partiell bekannter Kanalmatrix nicht
besser wird als bei vollständig bekannter Kanalmatrix.
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Abbildung 7.1. Simulationsergebnisse für konstantes P

Bisher wurde davon ausgegangen, dass die Leistungsbeschränkung P un-
abhängig von der Anzahl der Sendeantennen t konstant ist. Es ist davon aus-
zugehen, dass in der Realität jede einzelne Sendeantenne die gleiche Leistung
besitzt, und die Leistungsbeschränkung daher linear in t ist. Wenn man in der
Simulation alle P durch Pt ersetzt, erhält man das Diagramm in Abbildung
7.2, wo jede Sendeantenne mit Leistung P = 10 sendet.

Insgesamt erkennt man, dass eine Erhöhung der Anzahl t der Sendeantennen
eine wesentlich größere Auswirkung auf die Kapazität hat, wenn t klein ist, als
wenn t groß ist, und zwar in jedem Modell.

Man kann erkennen, dass die Kapazität bei fester Kanalmatrix im Vergleich
zur zufälligen Kanalmatrix zwar bei wachsendem t noch schneller wächst, aber
nicht mehr so stark wie im vorigen Diagramm.

Die obere Schranke von Synchronised Detection wächst jetzt weitaus schneller
als alle anderen Werte.
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Abbildung 7.2. Simulationsergebnisse für konstantes P/t

Intuitiv geht man davon aus, dass die Kapazität von senderseitig partiell be-
kannten Kanälen nach oben durch die Kapazität von senderseitig vollständig
bekannten Kanälen beschränkt ist, da der Sender in diesem Fall weniger Kana-
linformation besitzt. Es ist unbekannt, ob sich diese Vermutung beweisen lässt.
Die in dieser Arbeit angegebene obere Schranke liegt jedenfalls in diesem Simu-
lationsszenario weit über der Kapazität des senderseitig vollständig bekannten
Kanals.

Analog kann man vermuten, dass die Kapazität des empfängerseitig vollständig
bekannten Kanals eine obere Schranke für die Kapazität des empfängerseitig
partiell bekannten Kanals ist. Ob dies zutrifft, ist ebenfalls unbekannt. Die hier
angegebene obere Schranke ist bei konstantem P/t ebenfalls immer größer als
die Kapazität von empfängerseitig vollständig bekannten Kanälen, nähert sich
bei wachsendem t aber an. Bei konstantem P werden die beiden Werte bei
t = 10 annähernd gleich, bei t > 10 bleibt dann die obere Schranke für die
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Legende

senderseitig vollständig bekannt

empfängerseitig vollständig bekannt

empfängerseitig partiell bekannt (obere und untere Schranke)

senderseitig partiell bekannt (obere und untere Schranke)

Abbildung 7.3. Legende

Kapazität von empfängerseitig partiell bekannten Kanälen ein wenig kleiner als
die Kapazität von empfängerseitig vollständig bekannten Kanälen.

Die Simulation wurde mit dem Statistikprogramm R programmiert [14].



KAPITEL 8

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wird zunächst die Kapazität von senderseitig vollständig be-
kannten MIMO-Kanälen bei fester sowie bei stochastischer Kanalmatrix ange-
geben. Im Falle der festen Kanalmatrix geschieht dies mit Hilfe von “Water-
Filling”, im Falle der zufälligen Kanalmatrix durch explizites Ausrechnen der
Synentropie, die durch einen Erwartungswert ausgedrückt wird. An einigen Bei-
spielen werden Grenzwertfälle untersucht, wie die Kapazität wächst, wenn die
Anzahl der Sende- bzw. Empfangsantennen gegen Unendlich läuft.

Danach wird das Synchronised Detection Modell behandelt. Zunächst wird die-
ses Modell mathematisch modelliert; anschließend gezeigt, dass die Synentropie
dieses Kanals nur noch von den geschätzten Kanalmatrizen und den Datensym-
bolen abhängt. Daraus folgt, dass die Synentropie als Summe der komponen-
tenweisen Synentropien ausgedrückt werden kann. Durch komponentenweises
Ausrechnen können also sowohl eine untere als auch eine obere Schranke der
Kanalkapazität gefunden werden. Die untere Schranke erhält man dabei, in-
dem die Inputverteilung als symmetrisch komplex normalverteilt festgehalten
wird und die Synentropie explizit ausgerechnet; die obere, indem zunächst eine
Schranke für die Transinformation gefunden wird, aus der die Verteilung der
Inputsymbole noch eliminiert wird. Auch hier werden Grenzwertbetrachtungen
für wachsende Anzahl von Sende- bzw. Empfangsantennen gemacht. Außerdem
wird die Verteilung der Kanalschätzer explizit angegeben.

Durch Feedback kann der Schätzer der Kanalmatrix zurück zum Sender übertra-
gen werden, der dann ebenfalls partielles Wissen über den Kanal besitzt. Dieses
System wird modelliert, sowie Schranken für die Kapazität angegeben. Wie bei
Synchronised Detection findet man die untere Schranke durch explizites Errech-
nen der Synentropie bei symmetrisch komplex normalverteilten Inputsymbolen,
und die obere Schranke durch Errechnen einer Schranke der Synentropie und
folgender Eliminierung der Inputverteilung. Anschließend werden die Schran-
ken von Synchronised Detection und senderseitigem P-CSI an einigen Beispie-
len explizit verglichen, und gezeigt, dass je nach Rahmenbedingungen die obere
Schranke von Synchronised Detection sogar besser sein kann.

Die Arbeit schließt ab mit Simulationen aller behandelten Modelle, entweder
durch explizite Berechnungen der eigentlichen Kapazitäten oder der Schranken.

Im Paper [6] werden die wichtigsten offenen Probleme im Bereich der Kapa-
zitätsbestimmung vom MIMO-Kanälen zusammengefasst, die hier auszugsweise
erläutert werden. Zum einen sei hier das Kovarianz-Feedback Modell genannt,
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bei dem vorausgesetzt wird, dass die Kanalmatrix mittelwertfrei ist, und in ei-
ne senderseitige und empfängerseitige Kovarianzmatrix zerfällt. Dieses Modell
ist durch Feldversuche als hinreichend akkurat bestätigt worden, die Fading-
korrelationen in Mobilnetzen zu repräsentieren, jedoch ist für viele Szenarien
die Kapazität noch unbekannt. Als zweites seien die Fälle genannt, in denen
senderseitig nichts über die Kanalmatrix bekannt sei, und empfängerseitig nur
die Verteilung der Kanalmatrix, nicht aber einzelne Komponenten. In solchen
Szenarien ist in fast allen Fällen die Bestimmung der Kapazität ungelöst.

Weiterhin seien Mehrbenutzer MIMO Kanäle genannt, wo es wegen der höheren
Komplexität der Modelle weitaus mehr offene Probleme gibt als bei Einbenut-
zer MIMO Kanälen. Auch hier sei das Paper [6] genannt, in dem der aktuelle
Stand der Forschung zusammengefasst wird, und ungelöste Probleme gesam-
melt werden.



ANHANG A

Quellcode

Hier finden sich ein paar Auszüge des Quelltextes zu den Simulationsversuchen
mit einigen Erläuterungen.

Die Variablennamen entsprechen weitestgehend den Bezeichnungen aus der Ar-
beit. Die Anzahl der Sendeantennen t variiert von 1 bis tmax.

# Empfangsantennen (nicht aendern wegen Determinantenberechnung!)

r <- 3

# Anzahl der Sendeantennen variabel bis tmax

tmax <- 15

# Varianz der Kanalmatrix

sigma <- 1

# Varianz des Rauschens

N0 <- 1

# Varianz der Fehlermatrix

fsigma <- sigma/10

# Leistungsbeschraenkung

P <- 10

# Einheitsmatrix

I <- diag(r)

Die Kanalmatrix H wird jeweils mit stochastisch unabhängigen normalverteil-
ten Einträgen gefüllt. Real- und Imaginärteil sind dabei jeweils wieder stochas-
tisch unabhängig.

H <- matrix(nrow = r, ncol = t)

for (i in 1:r)

{

for (j in 1:t)

{

H[i,j] <- complex(real = rnorm(1, mean=0, sd=sigma),

imag = rnorm(1, mean=0, sd=sigma))

}

}

HHstern <- H %*% Conj(t(H))

Die Simulation von senderseitig vollständig bekannten Kanälen unterscheidet
sich von den weiteren Simulationen stark. Hier muss das µ anhand von “Water-
Filling” bestimmt werden. Der Einfachheit halber geht das Programm davon
aus, dass spätestens nach dem zweiten Eigenwert das Water-Filling erreicht
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ist. Sollte es bis dahin noch nicht erreicht sein, gibt das Programm eine Feh-
lermeldung aus. Bei etwa 500000 zufällig gewählten Kanalmatrizen trat dieses
Problem genau ein mal auf. Somit kann man davon ausgehen, dass dieser Effekt
vernachlässigbar ist und für die Simulationsergebnisse keine Rolle spielt.

# Senderseitig vollstaendig bekannt

lambda <- eigen(HHstern)$values

my <- P/min(r,t)

for (i in 1:min(r,t))

{

my <- my + lambda[i]^-1/min(r,t)

}

summe <- 0

for (i in 1:min(r,t))

{

if (my>lambda[i]^-1)

summe <- summe + (my - lambda[i]^-1)

}

if (abs(P - summe) > fehler)

{

my <- P/(min(r,t)-1)

for (i in 1:(min(r,t)-1))

{

my <- my + lambda[i]^-1/(min(r,t)-1)

}

summe <- 0

for (i in 1:(min(r,t)-1))

{

if (my>lambda[i]^-1)

summe <- summe + (my - lambda[i]^-1)

}

if (abs(P - summe) > fehler)

{

# Dieser Fall tritt so selten ein,

# dass er nicht beruecksichtigt wird.

cat("Fehler! Bitte starten

Sie die Simulation neu. \n")

}

}

summe <- 0

for (i in 1:min(r,t))

{

if (my>0)

if (log(my*lambda[i], base=exp(1))>0)

summe <- summe + log(my*lambda[i], base=exp(1))

}

sv[t] <- sv[t] + summe
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Die Programmierung der anderen Modelle geschieht vergleichsweise einfach. Bei
der Anzahl der Empfangsantennen r = 3 ergeben sich bloß Determinanten der
Dimension 3 zum berechnen, so dass die Programmierung keine Schwierigkeiten
darstellt. R besitzt zwar eine Funktion zur Berechnung von Determinanten,
da diese jedoch nur für reelle Matrizen funktioniert, lässt sie sich für dieses
Programm nicht verwenden. Aus diesem Grund werden die Determinenten im
Programm mit der Sarrus-Regel berechnet. Als Beispiel findet sich hier die
Simulation des empfängerseitig vollständig bekannten Kanals.

# Empfaengerseitig vollstaendig bekannt

evmat <- I + P/t * HHstern

evdet <- evmat[1,1]*evmat[2,2]*evmat[3,3]

+ evmat[2,1]*evmat[3,2]*evmat[1,3]

+ evmat[1,2]*evmat[2,3]*evmat[3,1]

- evmat[1,3]*evmat[2,2]*evmat[3,1]

- evmat[2,3]*evmat[3,2]*evmat[1,1]

- evmat[1,2]*evmat[2,1]*evmat[3,3]

# Imaginaerteil = 0. Rundungsfehler

# muessen ausgeschlossen werden.

evdet <- Re(evdet)

ev[t] <- ev[t] + log(evdet, base=exp(1))

Auch die obere Schranke des senderseitig partiell bekannten Kanals ist ein Spe-
zialfall, bei dem sich aber keine weiteren Probleme ergeben. Es werden zunächst
die Arrays Hmax und Hi berechnet, und in die Formel für die obere Schranke
eingesetzt.

# Senderseitig partiell bekannt (obere Schranke)

for (i in 1:r)

{

Hmax[i] <- max(abs(H[i,1:t])^2)

summeR <- 0

if (t>1)

for (l in 1:(t-1))

{

summeR <- summeR

+ abs(H[i,l])^2*sum(abs(H[i,(l+1):t])^2)

}

Hi[i] <- sqrt(summeR)

spo[t] <- spo[t]

+ log(P*(4*Hi[i]+Hmax[i]+fsigma)/N0+1, base=exp(1))

}
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